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《奇异 最 优 控 制 一 一 线 些 二 次 问题 ?一 书 是 供 从事 奇 异 最 
优 控制 方法 研究 的 高 年 级 研究 生 、 研 究 人 员 和 其 他 使 用 这 一 
方法 的 人 员 阅 读 的 一 本 专著 ， 它 假定 读者 已 经 熟悉 标准 的 线 
性 二 次 调节 器 问题 ,并 对 线性 系统 理论 有 相当 的 了 解 . 

最 近 ， 在 线性 二 次 奇异 控制 方面 取得 了 许多 进展 。 这 本 
书 介 绍 的 就 是 有 关 这 方面 的 最 新 成 就 。 同时, 本 书 力图 用 统 
一 的 观点 把 初 看 起 来 互 不 相关 的 有 关 奇 异 最 优 控制 的 各 种 研 
帘 方 法 联系 起 来 。 
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第 一 章 奇异 线性 二 次 最 优 控 制 的 概述 


Ll 问题 的 提出 


本 书 讨论 的 是 奇异 线性 二 次 最 优 控制 问题 。 在 本 章 的 第 
一 节 里 ,我 们 要 阐明 这 些 问题 的 由 来 ,而 在 其 余 各 节 中 将 诊 述 
它 的 历史 发 展 概况 ， 以 及 说 明 本 书 将 怎样 综述 当前 有 关 这 方 
面 的 主要 内 容 . 

我 们 首先 复习 一 下 线性 二 次 问题 的 概念 (不管 它 是 否 是 
奇异 的 )， 接 着 再 考察 奇异 控制 问题 的 概念 (不 管 它 是 否 是 线 
性 二 次 的 ) ,然后 再 把 这 两 个 概念 联系 到 一 起 。 

线性 二 次 最 优 控制 问题 ， 不 论 它 是 奇异 的 ， 还 是 非 奇 异 
的 ,通常 在 以 下 两 种 不 同 的 情况 下 发 生 。 第 一 种 情况 ,给 定 线 
性 系统 

= F(X + Glen 
和 i = (1.1) 
x(&) = xo 
这 里 xo 是 确定 的 。 同 时 还 给 定 一 个 * 和 >* 的 二 次 性 能 指标 ; 
对 于 线性 调节 问题 ,这 个 性 能 指标 可 以 是 
Vlssu(21 = [OO + WRC] a 
+ GSG) (1.2) 
通常 这 里 的 0, R 和 5 EMR, OMS 是 非 负 定 的 ,而 R 是 
正定 的 。 当 然 ,问题 是 要 寻找 一 个 控制 x《(:), 使 V[xos wx(.)] 
取 极 小 值 ， Kalman 的 开创 性 工作 (参阅 文献 [1,2]) 已 经 引 
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起 了 对 这 类 问题 的 广泛 研究 (参阅 文献 [3, 4D. 任何 性 能 
指标 通常 都 反映 了 对 于 控制 的 品质 或 质量 的 某 种 物理 上 的 要 
求 ,而 由 满足 上 述 限制 的 2，R ALS 所 组 成 的 (1.2) 式 经 常 是 
有 上 明确 的 物理 意义 的 。 然而 ， 对 于 8，R 和 S 的 限制 也 可 
以 放松 一 些 ， 在 《1.2) 式 的 被 积 函 数 中 还 可 以 出 现 交叉 项 
2x'H(z)u。 这 样 一 来 ， 就 得 到 了 线性 二 次 控制 问题 的 最 一 般 
的 形式 . 

第 二 种 情况 ， 当 我 们 用 摄 动 方法 (二 次 变 分 原理 ) 来 分 析 
一 般 的 最 优 控制 问题 时 ,也 会 得 到 线性 二 次 问题 ,这 时 原来 的 
系统 可 能 不 是 线性 的 ,而 原来 的 性 能 指标 也 可 能 不 是 二 次 的 . 
对 于 一 个 一 般 的 最 优 控制 问题 ， 给 定 了 某 个 初始 状态 和 相应 
的 最 优 控制 ,要 问 初始 状态 有 了 一 个 微小 的 改变 之 后 ;为 了 保 
持 最 优 性 ,应 该 怎样 调整 原来 的 最 优 控 制 呢 ; 这 个 深 制 的 调整 
量 的 近似 , 乃 是 某 个 线性 二 次 问题 的 解 .在 文献 [51] 中 给 出 了 
从 一 般 问 题 到 线性 二 次 问题 的 摄 动 步 骤 ， 包 括 具体 的 计算 细 
节 在 内 . 

奇异 最 优 控制 问题 是 在 以 下 情况 下 产生 的 . ` 对 于 任何 最 
优 控制 问题 ,无 论 是 奇异 的 或 非 奇 异 的 ,使 Hamilton 函数 多 
取 极 值 的 驱 被 定义 为 极 值 狐 。 如 果 此 要 求 不 能 使 控制 向 量 表 
示 成 状态 向 量 和 协 状态 向 量 的 函数 ,那么 , 问题 就 是 奇异 的 。 
在 & ,为 零 且 多 是 奇异 时 ,就 会 出 现 这 种 情况 。 

Johnson 和 Gibson 在 文献 16] 中 对 某 些 问题 证 明了 最 优 
奇异 解 的 存在 性 ;在 文献 [5 ,7 一 9] 中 提供 了 另外 一 些 例子 ,而 
文献 [10] 这 本 书 对 此 作 了 极 好 的 综述 。 在 大 多 数 奇 异 问题 
th, Hamilton 函数 对 uC) 是 线性 的 ; 当 系统 方程 和 损耗 函数 
都 只 包含 uC) 的 线性 项 时 ,就 是 这 样 的 . 

直接 把 奇异 和 线性 二 次 这 两 个 概念 结合 到 一 起 就 得 到 了 
奇异 线性 二 次 问题 这 个 概念 .一 个 线性 二 次 问题 的 奇异 性 等 
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价 于 性 能 指标 的 被 积 函数 x Ox + 2u'Hx 十 w Rue HIKER 
的 奇异 性 .奇异 的 线性 二 次 问题 可 以 是 直接 提出 的 ， 也 可 
以 作为 对 一 般 的 最 优 控制 问题 应 用 二 次 变 分 原理 的 结果 而 产 
生 的 . 

在 考虑 任何 最 优 控制 问题 时 ， 都 会 产生 许多 问题 。 A 
如 : 问题 是 否 可 解 ? 或 能 否 选择 适当 的 控制 ， 而 使 性 能 指标 
达到 任何 指定 的 负 值 ? 如 果 问 题 有 解 ， 那么 ,又 怎样 才能 算得 
出 性 能 指标 的 最 优 值 和 最 优 控制 呢 ? 

读者 知道 ， 对 于 非 奇异 的 线性 二 次 问题 已 有 相当 好 的 解 
法 (参阅 文献 [5, 11 一 14])。 这 些 解法 大 多 涉及 到 一 个 含有 
Ro ERE Riccati 微分 方程 . 正如 文献 [10] 中 所 指出 的 ,奇异 
问题 的 解法 大 体 上 是 在 最 近 一 段 时 期 内 才 得 到 的 ， 有 些 还 不 
很 成 熟 。 在 下 一 节 中 我 们 来 讨论 那些 已 经 肯定 了 的 有 关 奇 异 
线性 二 次 问题 的 结果 


L2 奇异 线性 二 次 控制 的 历史 概况 


至 今 ， 至 少 有 由 种 互 不 相干 的 研究 奇异 线性 二 次 问题 的 
方法 .在 这 一 节 中 将 分 别 加 以 说 明 . 

BEIE Goh, Kelley? 和 Robbins!” 的 
工作 中 给 出 的 ;这 一 方面 的 工作 尚未 终结 , 仍 有 新 的 成 果 在 继 
续 发 表 吕 。 他 们 的 工作 主要 (但 不 是 唯一 的 ) 致 力 于 问题 的 计 
算 方面 ,而 文章 中 反复 讨论 的 主题 是 要 用 一 个 非 奇异 线性 二 
次 控制 问题 去 代替 奇异 线性 二 次 控制 问题 ， 且 能 使 得 这 个 非 
奇异 问题 的 解 在 一 定 程度 上 决定 了 原来 的 奇异 问题 的 解 。 

第 二 种 方法 是 由 Jacobson 的 工作 ”所 提供 的 。 而 后 
Anderson?! 进行 了 推广 ,并 由 Molinari?" 而 至 完善 。 这 里 强 
调 的 是 寻找 奇异 线性 二 次 问题 可 解 性 的 必要 和 《有 时 是 不 一 
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样 的 ) 充 分 条 件 。 当 然 , 有 些 条 件 (例如 R > 0) 是 很 早 就 知道 
了 的 ;在 文献 [21 一 24] 中 所 给 出 的 条 件 的 特点 在 于 它们 包括 
了 以 前 所 给 出 的 所 有 的 条 件 ， 而 且 当 必要 条 件 和 充分 条 件 不 
相 一 致 时 ,其 差异 也 是 十 分 微小 的 。 事 实 上 , 最 近 的 工作 ”9 
已 在 逐渐 地 消除 这 种 差别 . 

第 三 种 方法 是 正则 化 方法 ， 也 就 是 利用 摄 动 方法 把 一 个 
奇异 问题 化 成 为 相应 的 非 奇异 问题 ， 这 种 摄 动 应 使 非 奇异 问 
题 的 解 在 某 种 意义 上 能 逼近 原来 的 奇异 问题 的 解 . 这 个 思想 
主要 是 由 Jacobson 提出 的 (参阅 文献 [27, 28])， 在 文献 128] 
中 还 尽力 导出 间 题 可 解 性 的 充分 必要 条 件 。 所 采用 的 正则 化 
方法 是 一 个 很 简单 的 方法 ， 这 就 是 在 此 能 指标 的 被 积 函数 中 
加 上 一 项 su'w, 其 中 e 是 一 个 正 的 小 量 。 其 效果 是 对 最 优 性 
能 指标 作 了 一 个 微小 摄 动 ;然而 ,在 最 优 控制 中 这 种 摄 动 的 影 
响 可 能 是 很 难 控制 住 的 (参阅 文献 [29]). 

本 书 将 很 少 涉及 正则 化 方法 ， 这 并 不 是 因为 这 个 方法 所 
固有 的 缺陷 ,而 是 因为 一 旦 得 到 了 一 个 非 奇异 问题 ,就 不 再 有 
什么 特殊 的 困难 了 。 ME» 通过 对 6 一 0 时 的 一 系列 正则 化 
问题 的 研究 所 得 到 的 那些 有 关 奇 异 问题 的 理论 性 条 件 大 体 上 
可 以 通过 其 他 方法 更 为 简便 地 得 到 . (当然 ,对 特定 的 问题 而 
言 ， 用 这 样 的 一 个 序列 来 推出 最 优 控制 的 方法 在 计算 上 也 是 
很 有 吸引 力 的 .) 

第 四 种 方法 与 其 说 是 研究 奇异 线性 二 次 问题 的 方法 ， 不 
如 说 是 另 一 个 有 关 的 研究 方向 。 在 无 源 网 络 的 综合 和 协 方差 
因 式 分 解 中 ,有 些 问 题 是 和 奇异 线性 二 次 控制 问题 有 联系 的 . 
更 确切 地 说 ， 最 近 才 发 现 与 研究 控制 问题 有 关 的 一 些 和 矩阵 微 
分 和 积分 不 等 式 已 经 被 用 于 研究 网 络 和 协 方差 的 问题 中 
T». 


作为 一 般 的 评论 ,应 该 指出 ,经验 表明 向 量 控制 问题 经 常 
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要 比 标量 控制 问题 困难 得 多 .本 节 考 虑 的 正 是 向 量 控制 的 情 
X. 


13 本 书 的 目的 


本 书 主要 介绍 与 奇异 线性 二 次 问题 有 关 的 存在 性 和 计算 
方法 问题 。 然 而 ,在 这 一 过 程 中 ,我 们 还 要 说 明 怎 样 才能 把 上 
一 节 中 所 讲 过 的 四 种 方法 结合 起 来 ， 以 便 形 成 一 个 统一 的 理 
论 . 

这 样 作 了 之 后 ， 我 们 将 把 许多 有 关 的 思想 推广 到 离散 时 
闻 的 问题 中 去 。 下 一 节 将 对 此 作 进 一 步 的 说 明 ， 
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请 读者 注意 在 这 一 节 中 ， 我 们 只 对 本 书 要 研究 的 问题 的 
背景 作 一 简要 的 说 明 ; 详细 的 介绍 将 放 在 每 一 章 的 引言 中 

第 二 章 的 中 心 议题 是 线性 二 次 极 小 化 问题 的 鲁 棒 狂 .我 
们 先 不 去 讲述 这 一 章 的 具体 内 容 ， 而 来 谈 谈 为 什么 要 如 此 安 
HE. 

在 研究 二 次 变 分 问题 时 ， 通 常 有 关 的 线性 二 次 问题 中 的 
初始 状态 总 是 零 ,而 且 我 们 想 要 寻求 的 是 对 于 所 有 控制 zx()， 
性 能 指标 均 为 非 负 的 充分 和 必要 条 件 ， 在 可 控 性 假定 下 , 可 
以 得 到 相应 的 必要 条 件 , 没 有 可 控 性 假定 ,可 以 得 到 相应 的 充 
分 条 件 ( 参 考 文献 121 一 24])。 这些 必要 条 件 和 充分 条 件 是 很 
相似 的 ,但 又 不 完全 相同 ;这 个 充分 条 件 基本 上 是 非 奇 蜡 问题 
中 的 Riccati 方程 在 [ws 5,1 上 没有 逃逸 时 间 的 条 件 在 奇异 情 
况 下 的 推广 。 

接着 提出 的 问题 是 如 何 弥 合 有 关 非 负 性 要 求 的 必要 条 件 
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和 充分 条 件 之 间 的 细微 差别 。 问 题 的 解决 是 十 分 简单 的 只 
要 稍微 改变 一 下 问题 的 提 法 。 我 们 并 不 寻找 非 负 性 的 必要 充 
分 条 件 , 而 寻找 对 于 所 有 初始 状态 ,最 优 性 能 指标 均 为 有 限 的 
必要 充分 条 件 。 也 就 是 说 ,要 求 极 小 化 问题 或 者 ; 更 一 般 地 
说 ,有 下 确 界 的 问题 ) ,不 仅 对 零 初始 状态 ;而且 对 于 所 有 接近 
于 零 的 初始 状态 (由 于 问题 的 线性 二 次 性 质 , 因 而 也 就 对 于 所 
有 在 幅度 上 没有 限制 的 初始 状态 ) 都 是 有 解 的。 我 们 认为 一 
个 实际 的 控制 系统 的 任何 合理 的 模型 ， 如 果 对 零 初 始 条 件 有 
解 , 那么, 对 它 邻 域内 的 任何 初始 条 件 也 应 有 解 。 否 则 , 当 系 
统 的 初始 条 件 有 一 个 任意 小 的 改变 时 ， 控 制 这 系统 的 最 优 指 
标 可 能 从 一 个 有 限 值 变 为 一 co。 显然 , 这 是 不 符合 实际 情况 
ít. 
在 第 二 章 中 首先 使 用 了 和 鲁 棒 性 的 概念 来 比较 简单 地 推导 
出 线性 二 次 问题 的 最 优 性 能 指标 对 于 所 有 的 初始 状态 均 为 有 
限 的 充分 条 件 和 必要 条 件 , 而 且 这 些 条 件 是 相同 的 。 然 而 ,一 
且 由 此 引进 了 和 鲁 棒 性 的 概念 ， 我 们 就 要 进一步 考察 这 种 概念 
对 其 他 各 种 鲁 棒 性 ， 例 如 关于 初始 时 间 、 终 端 时 间 、 终 端 加 权 
量 以 及 初始 和 终端 约束 的 鲁 棒 性 的 适用 程度 . 

实际 上 ， 关 于 初始 时 间 的 鲁 棒 性 概念 在 别 的 地 方 已 经 使 
用 过 了 , 例如 在 文献 [14] 中 被 称 为 “可 延 拓 性 "。 它 证 明了 一 
个 极 小 化 问题 关于 初始 时 间 是 鲁 棒 的 ， 当 且 仅 当 它 对 于 初始 
状态 是 鲁 棒 的 。 

第 二 章 的 其 余部 分 讨论 的 是 终端 有 约束 的 问题 。 这 里 再 
一 次 研究 了 存在 性 问题 ， 并 且 在 鲁 棒 性 的 假定 下 再 一 次 弥合 
了 早先 的 必要 条 件 和 充分 条 件 之 间 的 间隙 . .这 里 可 能 有 三 种 
(而 不 是 两 种 ) 不 那么 明显 地 互相 等 价 的 鲁 棒 性 假定 : 关于 终 
汕 状态 、 终 端 时 间 以 及 性 能 指标 中 对 终端 状态 的 加 权 和 矩阵 的 
fH. 
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在 第 二 章 中 ， 各 种 条 件 几乎 都 是 用 矩阵 积分 不 等 式 来 
表示 的 ， 也 就 是 采用 了 前 面 提 到 的 研究 奇异 问题 的 第 二 种 方 
法 吓 -2 所 发 展 起 来 的 形式 。 这 里 推导 了 这 些 不 等 式 的 几 个 新 
的 性 质 ， 有 些 曾 在 文献 [25,26] 中 出 现 过 , 另 一 些 则 是 第 一 次 
在 这 里 发 表 . 

鉴于 第 二 章 讲 的 是 存在 性 问题 ,第 三 章 将 要 讲 计算 问题 
更 确切 地 说 ， 是 要 讲述 检查 零 初始 状态 及 任意 控制 下 性 能 指 
标的 非 负 性 的 算法 ， 在 任意 初始 状态 下 计算 最 优 性 能 指标 的 
值 (并 在 这 过 程 中 校 核 它 的 存在 性 ) 和 (或 ) 计 算 最 优 控制 的 算 
法 。 这 些 算法 来 自前 面 所 述 的 ,研究 奇异 问题 的 第 一 第 二 和 
第 四 种 方法 , 也 就 是 除了 正则 化 方法 以 外 的 所 有 方法 。 这 表 
上 明 原 来 多 少 不 大 相干 的 许多 思想 有 着 令 人 注目 的 一 致 性 

遗憾 的 是 ,这 里 存在 着 一 个 缺陷 。 为 了 实现 这 些 算法 , 必 
须 作 某 些 平滑 性 和 秩 数 不 变 的 假定 ， 而 这 些 假定 并 不 总 是 成 
立 的 . l 

我 们 把 算法 的 详细 说 明 留 到 第 三 章 中 去 讲 ， 这 里 只 是 提 
一 下 它们 的 几 个 基本 观点 。 这 些 算法 是 用 一 个 具有 较 低 维 控 
制 空 间 和 (或 ) 较 低 维 状态 空间 的 线性 二 次 问题 来 代替 原来 的 
奇异 线性 二 次 问题 . 这 个 新 的 问题 可 以 是 非 奇 异 的 , 也 可 以 
是 奇异 的 .一 系列 这 样 的 代 换 最 后 将 使 问题 变 成 或 者 是 零 维 
控制 空间 的 ,或 者 是 等 维 状态 空间 的 ,或 者 是 非 奇 异 的 。 对 于 
这 三 种 情况 ,问题 都 是 容易 解决 的 , 把 它 的 解 再 反 代 回去 ,就 
可 以 得 到 原来 奇异 问题 的 解 . i 

在 第 四 章 中 , 定义 并 讨论 了 离散 时 间 的 奇异 问题 。 从 某 
种 观点 看 来 ， 可 以 认为 对 离散 时 间 问 题 的 研究 不 会 带 来 什么 
新 的 东西 ,因为 决定 最 优 指标 的 Riccati 差分 方程 和 关于 最 优 
控制 的 公式 总 是 适用 的 。 尽管 如 此 , 仍然 可 以 得 到 许多 平行 
于 连续 时 间 的 奇异 问题 的 重要 结果 ， 包 括 首先 在 文献 [32 一 
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中 引进 与 研究 过 的 退化 方向 和 常 值 方向 的 十 分 一 般 的 理 


第 五 章 十 分 简要 地 提出 了 进一步 的 研究 方向 。 
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第 二 章 ” 具 有 重 棒 性 的 线性 二 次 
极 小 化 问题 
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已 有 一 些 文章 讨论 过 连续 时 间 的 线性 二 次 极 小 化 问题 的 
可 解 性 条 件 , 例如 文献 [1 一 7]。 最 近 的 工作 证 实 了 用 含有 某 
个 Riemann-Stieljes 积分 的 非 负 性 条 件 来 表征 可 解 性 问题 的 
意义 。 在 这 个 工作 中 , 仍 存 在 着 一 个 多 少 有 些 麻烦 的 问题 ,这 
就 是 必要 条 件 和 充分 条 件 之 间 存在 有 差异 。 在 这 一 章 中 , 我 
们 将 要 介绍 这 方面 的 内 容 ,并 要 指出 如 何 才能 消除 这 些 差 异 . 

概括 地 说 ， 我 们 发 现 如果 所 研究 的 问题 在 某 种 意义 上 是 
具有 和 鲁 棒 性 的 ， 也 就 是 若 能 允许 某 些 或 全 部 有 关 参 数 有 微小 
的 改变 的 话 ,那么 ,这 种 差异 是 可 以 消除 的 。 如 果 我 们 把 非 鲁 
棒 性 问题 定性 地 当 作 是 病态 的 情形 (虽然 严格 地 讲 , 或 者 定量 
地 讲 , 它们 可 以 是 适 定 的 ), 我 们 将 认为 对 于 正常 的 问题 是 没 
有 这 种 差异 的 . 

在 鲁 棒 性 的 研究 中 ， 我 们 是 怎样 来 改变 参数 的 呢 ? HE 
答 多 少 与 要 处 理 的 问题 有 关 。 对 于 自由 端点 问题 , 可 以 让 初 
始 时 刻 有 一 个 改变 量 ， 而 在 把 这 些 条 件 用 于 零 初 始 状态 的 情 
WE, 可 让 初始 状态 自 零 处 有 一 个 偏离 。 对 于 端点 受 约束 的 
问题 , 可 以 让 终端 时 刻 有 一 个 改变 量 , 可 以 利用 罚 函数 方法 ， 
也 可 以 将 终端 状态 限制 在 一 点 上 的 约束 放松 为 将 终端 状态 限 
制 在 一 个 以 该 点 为 中 心 的 小 球 之 内 。 对 于 这 样 两 类 问题 , 还 
可 以 考虑 改变 决定 系统 和 性 能 指标 的 矩阵 的 参数 (然而 ,对 干 
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最 后 的 一 点 我 们 并 不 打算 作 深入 的 研究 ， 因 为 当即 遇 到 的 一 
个 主要 困难 在 于 需要 判断 现在 为 零 的 那些 量 中 ， 在 一 般 的 参 
数 变化 下 ,哪些 应 该 保持 为 零 , 而 哪些 应 该 不 再 为 零 )， 总之， 
在 这 一 章 中 , 要 研究 一 系列 的 鲁 棒 性 问题 。 我 们 的 许多 结论 
是 沿 着 这 样 一 条 线索 来 安排 的 ， 也 就 是 若 存 在 某 种 鲁 律 性 的 
话 ,那么 , 另 一 种 鲁 棒 性 也 就 自动 成 立 了 . 

本 章 的 梗概 如 下 。 在 第 二 节 中 , 研究 的 是 初始 状态 和 终 
端 状态 有 任意 约束 的 线性 二 次 问题 。 我 们 将 要 指出 , 如 果 约 
束 是 可 达 的 ,那么 ,最 优 性 能 指标 是 决定 初始 状态 和 终端 状态 
的 那些 独立 变量 的 二 次 型 。 以 后 各 节 将 用 到 这 一 结论 的 各 种 
BX. 在 第 三 节 中 , 研究 的 是 具有 任意 确定 的 初始 状态 和 自 
由 的 终端 状态 的 问题 ， 我 们 的 主要 结论 是 两 种 类 型 的 鲁 棒 性 
(关于 初始 状态 与 关于 初始 时 间 的 鲁 棒 性 ) 和 含有 Riemann- 
Stieltjes 积分 不 等 式 的 一 个 条 件 之 间 是 等 价 的 ， 在 第 四 节 中 ， 
我 们 讨论 了 端点 有 约束 的 问题 ; 利用 罚 函 数 给 出 了 鲁 棒 性 的 
另外 一 种 形式 ， 大 量 的 工作 将 涉及 到 证 明 这 种 新 的 鲁 棒 性 
等 价 于 具有 终端 时 间或 终端 状态 的 鲁 棒 性 ; 且 等 价 于 一 个 
Riemann-Stieljes 积分 不 等 式 条 件 。 最 后 ,在 第 五 节 中 ,我 们 研 
究 了 第 三 ,四 节 中 的 Riemann-Sticlties 不 等 式 的 椤 值 解 ， 以 及 
这 些 极 值 解 和 最 优化 问题 之 间 的 关系 。 第 六 节 是 总 结 性 的 说 
8. 
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考虑 系统 
z= F(xr + Glu, nx, (2.1) 
它 在 初始 状态 与 终端 状态 可 能 有 各 种 约束 ， 也 就 是 对 于 两 个 
确定 的 (有 时 可 能 消失 ) 常 数 矩 阵 Do Eo 


。12 。 


Dox(to.) = m% Eox(t.) = 0 (2.2) 
对 于 控制 , 则 要 求 它 能 使 
Dye) = n; Eit) =0 Q.3) 
TEQ 2)X30Q.3) XX, Do, Eo D, 和 E, 是 某 些 确定 的 常 
数 和 矩阵 , 且 使 (不 失 一 般 性 ) Co = [DE] 和 C; 一 [DIE 人 是 
满 行 秩 的 。 Do, E. 等 中 的 一 个 或 几 个 也 可 能 会 消失 掉 。 向 
量 m 和 jy 是 任意 的 ,但 在 任何 一 个 给 定 的 问题 中 是 确定 的 。 
最 常见 的 情形 是 Do = 1, 而 Eo, D, 和 E, 都 消失 了 ( 即 通 常 
的 自由 终端 状态 的 问题 ), 以 及 Do = 1, Eo 和 D, WH, 而 
Ej 一 1〈 即 通常 的 零 终端 状态 的 问题 ). 
与 (2.1) 式 一 (2.3) 式 相连 系 的 性 能 指标 为 
Vizos myx(.)] = f (x'QUGOx + 2u'H2)x + wu’ RG)u)de 
+ x'(4))Sx(44) (2.4) 
其 中 ro = e(o). BEBE FCO), GC), HC), 0C) 和 
RC) 的 维 数 与 (2.1) 式 和 (2.4) 式 是 相 容 的 , 而 且 它 们 是 分 段 
连续 的 . (这 是 指 和 矩阵 的 元 素 是 分 眉 连 续 的 )。 和 矩阵 5 是 常数 
矩阵， 不 失 一 般 性 ,假定 OC), RC) AS 是 对 称 的 。 还 假 
定 控制 C) 在 [oyl] 上 是 分 段 连续 的 。 首先， 我 们 研究 
79 A xy 中 的 一 个 或 两 个 都 是 变化 的 那 一 类 问题 , 然后 再 考虑 
和 4 的 变化 。 一般 说 来 , 我 们 感 兴趣 的 是 (2.4) 式 何 时 能 有 
有 限 的 下 确 界 . 
然而 ,在 这 一 节 中 我 们 致力 于 给 出 下 确 界 的 泛 函 形 式 . 对 
于 每 个 m 和 uC), (2.4) 式 有 一 个 确定 的 值 。 假设 加 和 
m1 是 任意 给 定 的 , 且 满 足 (2.1) 式 一 (2.3) 式 的 x。 和 uC) 存 
dE. 原则 上 ,(2.4) 式 的 值 是 在 x Aul) 由 (2.1) 式 一 (2.3) 式 
限定 为 线性 的 条 件 下 计算 出 来 的 。 一 般 说 来 ， 对 于 每 对 m, 
n 将 有 无 限 多 个 满足 (2.1) 式 一 (2.3) 式 的 n. uC). EX 
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V*[3o, n] HEAR (2.1) 式 一 (2.3) 式 下 所 得 到 的 V[xo, tos 
a《* )] 的 值 的 下 确 界 . 在 Do — 1, 而 Eo, Dy 和 Ej 消失 了 的 
情况 下 ，F*[m, n] 可 以 简化 为 V*[xo]， 这 就 是 通常 的 自 
由 端点 的 最 优 性 能 指标 。 

这 一 节 的 主要 思想 是 : 若 对 于 所 有 的 qo May 最 优 性 能 
指标 都 是 有 限 的 ,那么 , 它 就 是 这 些 量 的 二 次 型 。 以 后 各 节 中 
将 用 到 这 一 结果 的 特殊 情形 。 关 于 存在 性 和 计算 方法 的 研究 
仍 放 在 以 后 进行 . 

在 证 明 这 个 二 次 性 质 之 前 ,我 们 先 考虑 一 个 辅助 问题 :对 
于 给 定 的 noo mn， 是 否 总 可 以 找到 满足 (2.1) A 一 (2.3) AN 
x(t.) A u(-) Vào 对 于 某 些 特 殊 情 形 , 是 很 容易 得 到 答案 的 。 
WH De 和 EE, 消失 了 ,也 就 是 x《zo) 是 自由 的 ,那么 ,必定 存在 
一 个 x(w) 和 uC), 使 得 对 于 任何 的 mwy, BA Dix) = nr 
Eal) 一 0.《 因 为 [DE] 是 满 行 秩 的 , 所 以 , 对 于 C) 
的 约束 不 可 能 是 不 相 容 的 )。 另 一 方面 ， 若 D。= I, EÑ 
Dj 消失 了 ， 而 Ej 一 1， 这 就 要 求 控制 能 使 状态 变量 从 任意 
的 x(1) 一 m 转移 到 x(t) 一 0， 显然 ， 这 就 要 求 具 有 某 种 
可 控 性 条 件 。 下面 给 出 精确 的 条 件 。 

引 理 1.2.1 4 V* [nos] 表示 VI x(t), tos u(-)] (由 
(2.4) 式 所 定义 ) 在 (2.1) A 一 (2.3) 式 的 条 件 下 的 下 确 界 BB 
么 ,对 于 所 有 的 ms n BA V*[mo，m1] <0 〈 这 等 价 于 对 于 
HERA ms» n (2.1) 式 一 (2.3) 式 是 可 达 的 ), 当 且 仅 当 

Range {| 7 ] eec socxeco? lE I 
CRange{ CLOC, t0.)K : WI} (2.5) 


其 中 K 是 以 C。 的 零 空 间 NCC) 的 基 为 列 的 矩阵 , 而 W 是 可 
控 性 矩阵 


w= 人 4, TIGI GD (4, Pde 
证 明 必要 性 : 对 于 任意 的 POF 必 存 在 某 个 us 使 
f 9(5, T)GC udr 具有 Wa WER (MBSA [8], 


第 75 页 ), 另 外 ,存在 某 个 8, 使 任何 满足 Corl) = [wo0] 的 
x(t) 可 以 写成 CACoC2 INOI 十 Kg. 现在 用 C ERE 
本 方程 
x) = PCi eae) + |! 0G Ou rar 
可 知 必 存 在 某 个 。 Me, 
[7] = ecu. weeen | 7] 

= C Olti, KB + C Wa (2.6) 
在 给 定 了 (2.1) 和 (2.2) 后 ,为 了 使 (2.3) 是 可 达 的 ,必定 存在 。 
和 8 满足 (2.6) 式 .为 了 使 对 于 所 有 的 m 和 ? 都 存在 这 样 的 
a 48, (2.5) 式 一 定 成 立 。 

充分 性 : 对 于 给 定 的 a m 鉴于 (2.5) 式 ， 可 以 选取 a, 
8B, 使 之 满足 (2.6) 式 .， 取 uG) 一 G'G)O (5, 0o 和 Co) = 
CCC) 10). 那么 (22) 和 (2.3) 式 同时 成 立 。 引 理 证 
毕 . 

评注 2.1 105i) 是 任意 确定 的 ,也 就 是 在 D= 1, 
而 Bo AID, 消失 了 的 情况 下 ， 引 理 的 条 件 等 价 于 EWE, 是 
正定 的 ， 这 在 文献 [4] 中 应 用 过 。 无 论 D, 等 取 什么 值 ， 
C,WC; 正定 必定 能 导致 (2.5) 式 成 立 ， 

2. iml > 一 o 是 否 成 立 的 问题 完全 不 同 于 
V*[m, a) < co 是 否 成 立 。 这 个 问题 将 在 以 后 各 节 中 讨论 
(要 回答 这 个 问题 还 是 很 困难 的 )， 

为 了 建立 Vimal 的 二 次 性 质 ,将 用 到 二 次 函数 的 以 

. 15 


下 特性 .类似 的 特性 已 经 在 另外 一 些 研究 线性 二 次 问题 的 工 
作 中 用 到 过 2。 

引 理 世 . 2.2 $ KC) 是 维 向 量 的 标量 函数 。 BA, 
KC) 是 二 次 的 ， 也 就 是 对 于 某 个 对 称 的 矩阵 P, 有 KG) = 
x'Px， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 标量 4 和” AR m ns 有 

K(ax,) = VK(x) 
K(x, + x) + K(x, — x) = 2K(x1) + 2K(x2) 
K(x, + am) — K(x, — hx) = AK(n + m2) 

一 2KCr — x) 

证 明 结论 的 “ 仅 当 ”部 分 是 容易 验证 的 。 关 于 “ 当 ” 部 分 
的 证 明 如 下 。 我 们 将 在 以 后 证 明 由 式 (2.7) 就 可 以 推出 

K(x, + 21) — Kler — x) + KG + z) — K(x — 2) 
= K(x, + z: + x) — K(x — x — x) (2.8) 
而 现在 先 假定 以 此 作为 出 发 点 , 令 
L(x, y) = K(x + y) — K(x — y) 

于 是 ,(2.8) 式 可 以 表示 为 Lle, yi y) = LG») + LG, 
wo Kee — y) = Ky — x), M27) 式 中 的 第 一 个 方 
程 可 以 推出 L(x,y) 一 L(y, x*)， 而 从 C2.7) 式 中 的 第 三 个 方 
程 可 以 推出 L(x,2y) 一 ML(zy)。 所 以, 工 对 于 * 和 ?是 双 
线性 的 。 因此 L(x, r) 是 二 次 型 ， 再 注意 到 L(x, x)= 
K(2x) 一 K(0) = 4K(x) (利用 〈2.7)》 式 中 的 第 一 个 方程 )， 
K(x) 也 是 二 次 的 . 

现在 来 证 明 (2.8) 式 .从 (2.7) 式 中 的 第 二 个 方程 有 

K(x, + x) + KG + x)= T [K(x; — x.) 


(2.7) 


+ K(2x, + x + x)l 
K(x, m) + Kla, — x) = i [K(2a, — x; — 23) 


+ K(x = x3)] 


因此 
Klai + z) — K( — 2) + KG + 5) — KG — 45) 
+ K(x, — m — r) — KG + x + n) 


= = [K(2z, +4 + r) — 2K(Gn + x + x) 


一 去 [KGma 7 n — n) — 2KG = na 8] 
这 个 方程 的 右边 恒 等 于 
nuc +r, + 2x,) — K(x) + x3 — 2m) 


— 2K(x + x, + x) + 2K(xi + x — x)] 
利用 (2.7) 式 中 的 第 三 个 方程 , 让 4 一 2, EXBUEBOSSET. 
因此 , (2.8) 式 成 立 。 
现在 来 建立 V*[m, 17] 的 二 次 性 质 . 

EH 1L2.1 假设 对 于 所 有 的 no 和 1， V*[ no» asl f, 
WA, 存在 矩阵 Po; Py, Py, 使 得 V*|[9, 7i] 的 表达 式 为 
* ，, [Po Po] [ 10 

V* [nos 2] = [nn] lé i [7] (2.9) 
证 明 ”根据 上 面 的 引 理 , 如 果 Z*[m， n] 满足 以 下 三 个 
等 式 


TF*[ anos dns] = V * Eno, n] (2.10) 
V*[5o + 2:9» 25 + 25] + V* Ena — 1» 25 — 211] 
= 2V*[52525] + 2V*[565n;] (2.11) 


ux 
V*[7o 十 Aq» nn + 2221 一 V*[za 一 Anos an — Ana] 
= 1V* [o + nosna + 25] 一 AV*[za 一 ms 2 一 21 
(2.12) 
则 上 述 结论 成 立 ， 对 于 上 述 每 一 个 等 式 , 其 证 明 方 法 是 很 相 
TP 


似 的 ,都 是 用 反 证 法 ;根据 (2.4) 式 中 Velo), tosx(*)] 的 二 
次 性 质 , 在 (2.10) 式 一 (2.12) 式 中 用 了 代替 V* 后 ， 这 些 方程 
还 是 成 立 的 。 我 们 将 只 证 明 (2.12) 式 , 它 比 (2.10) 式 和 (2.11) 
式 要 稍微 困难 些 ， ， 
当 1 一 0, 士 1 时 ,第 三 个 等 式 显 然 是 成 立 的 ; 若 > 0 时 
此 式 成 立 , 那么 , 很 容易 推广 到 1<0 的 情形 。 所 以 , 假设 
420, HA], 
假设 wi(*) G=1, 2) 是 用 mi» CG 一 1,2) 代替 相应 
的 no» n 以 后 , 使 约束 (2.1) 式 一 (2.3) 式 得 到 满足 的 任何 一 个 
控制 ， 那 么 ,由 于 (2.1) 式 一 (2.3) 式 的 线性 性 质 ，w 十 pu 将 
必定 满足 用 m + saos na + enn 代替 nos ns 以 后 的 Q1) 
式 一 (2.3) 式 . 根据 性 能 指标 (2.4) 式 的 二 次 性 质 ,容易 验证 
V[xo + Axos fo» ui + łu] + AV [xo — xos fos ui — 1] 
= 2V [xu + zosto, u + m] + Vizo — dxcrotos u—2u] 
(243) 
对 于 任意 的 8 > 0, 选取 uC) 和 C), 使 得 
Viru xo» fos m] < V*ina + 20525 351 + € 
V [xo 一 Aros tos t4] < V*[na — Ago» 15 — Anal + € 
ME, u 满足 用 mo 十 nos ma bap 代替 mos n 后 的 〈2.17 
式 一 (2.3) 式 , 而 w 满足 用 mo — Ao» nn — Ang 代替 to» mj 
后 的 (2.1) 式 一 (2.3) 式 。 令 a.m 为 


m + w= u, 


(2.14) 


u, 一 lu: = y . 
TÉ (根据 线性 性 质 ) m + dw I m — m 分 别 对 于 na + 
Inds an + Ann Fm — 1: "(A — an 满足 (2.1) 式 一 (2.37 
A. 因此 ,由 方程 (2.13) 和 (2.14) 可 以 推出 
V* [mo + Anos 2 十 Ann] + aV* [nor 一 na> "In 一 nal 
< 了 [xu + Axas tas us + 2] 


ele 


ADEs 


+ AV xy — xo» fo» wi — u] 
AV* [no + 005 25 + 25] 
+ V*[ 一 Anas 25 — Anal t- (1 + Ade 
用 类 似 的 方法 可 以 得 出 反 向 的 不 等 式 , 因 为 8 是 任意 的 ,所 以 
就 有 
V* [yo + Ages na + inn) + 2V* [nor — 36» na — 12) 
= IV *¥ [gy + goon + 25] 
+ V* [no — A0» 135 — 2251 
这 就 是 所 要 证 明 的 结果 . 
评注 2.2 在 文献 [4] 中 ,对 于 Do= 1, Eo, D, 和 Ej 消 
失 了 的 情形 (通常 的 最 优 控制 问题 ), 在 引 理 TI. 2. 志 的 条 件 之 
处 (这 时 它 消失 了 ) ,附加 上 可 控 性 条 件 ,证 明了 上 述 结论 的 另 
外 一 神 形 式 . 最早 取 消 可 控 性 条 件 的 ,可 能 是 文献 [6]。 


23 关于 初始 条 件 的 结果 和 
Riemann-Stieltjes 不 等 式 


在 这 一 节 中 ,我 们 考虑 如 下 的 系统 : : 

z= F(xr+ Gu nSt<sy (3.1) 
其 中 Ci) = x。 是 预先 给 定 的 ，x(*) JE n HAH, 而 uC) 

是 m 维 向 量 ， 与 (3.1) 式 相 联 系 的 性 能 指标 是 
Viz» &» (21 = i" ['O(Ox + 2uHC)x + uw RG)uldt 
+ x'(4;)Sx(4) (3.2) 
矩阵 FCO), GC). HO), QC) 和 RC) 的 维 数 与 (3.1)， 
(3.2) 式 是 相 容 的 ， 并 且 是 分 段 连续 的 《这 就 是 说 矩阵 的 元 素 
都 是 分 段 连续 的 )。 在 下 一 章 中, 将 要 求 更 强 的 光滑 性 条 件 。 
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和 矩阵 S 是 常数 矩阵 .不 失 一 般 性 ,假设 OC), RCO) MSH 
是 对 称 的 。 还 假设 控制 LC) 在 [n5]. 上 是 分 段 连续 的 ， 
我 们 把 上 一 节 的 思想 限制 在 r 是 自由 的 情形 ;而 o EEEH 
定 的 ,这 就 是 典型 的 最 优 控制 问题 . 显然 了 和 7* 都 不 可 能 是 
+00, 这 里 , 我 们 感 兴趣 的 是 在 什么 情况 下 , (2.2) 式 具有 不 
是 一 co 的 下 确 界 V*[xo, t]. 

在 (3.1) 式 的 约束 条 件 下 ,判定 (3.2) 式 有 有 限 下 确 界 的 问 
题 可 根据 在 [1,25] L, RG) > 05 Æ [ros ty] 上 的 某 点 , RO) 
是 奇异 的 ,但 不 恒 等 于 零 ; 或 者 在 [my 51 E, RG) =0 而 分 
别称 为 是 非 奇 异 的 ,部 分 奇异 的 ,或 者 完全 奇异 的 。 当然 , 有 
有 限 下 确 界 的 一 个 已 知 的 必要 条 件 是 在 [1,1/] 上 ,RC:) 2 0, 
这 就 是 经 典 的 Legendre-Clebsch YER (£09), 

非 奇异 问题 比 起 我 们 所 特别 关心 的 奇异 问题 要 容易 得 
多 。 然而 , 本 节 的 前 面 一 些 结果 对 非 奇 异 问题 和 奇异 问题 是 
同样 适用 的 . 

在 本 书 中 ,我们 讨论 V*[xo,1] 是 有 限 的 各 种 必要 条 件 
和 充分 条 件 , 但 其 顺序 与 历史 发 展 相 反 。 如 在 这 一 章 中 ,我 们 
感 兴趣 的 是 V* [39,09] 为 有 限 的 一 般 存 在 性 条 件 ,而 在 第 三 章 
里 ,我 们 的 注意 力 将 转向 一 个 较 经 典 的 研究 方法 , 它 一 方面 有 
局 限 性 , 即 不 能 涉及 所 有 问题 , 但 另 一 方面 , 它 可 用 来 导出 最 
优 控制 和 最 优 性 能 指标 的 某 些 算法 . 

如 上 所 述 ， 在 整个 这 一 节 中 ， 我 们 都 假定 cr) 是 自由 
的 ,而 以 后 各 节 将 可 能 对 x(z) 的 值 作 某 种 限制 ， 然 而 ,读者 
应 该 清楚 ,只 要 稍 作 修改 ,本 节 的 所 有 结论 都 可 用 到 端点 有 约 
东 的 情形 中 去 ， 而 这 种 变化 不 会 涉及 那些 定义 在 的 邻 域 中 
的 量 的 性 状 。 由 于 本 节 中 的 结论 几乎 都 与 邻 域内 的 情况 
有 关 , 所 以 ,这 种 微小 的 改变 从 理论 上 来 说 也 是 无 关 紧 要 的 。 

现在 ,我 们 来 定义 符号 4Mf(P)。 令 
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dP + (PF + F’P+ Q)de (PG + H)dr 

aue) =| (PG + HY at Rat ] 
G3) 
Eth P(-) d& » Xx PHM RCKRRARFEE. > 


后 的 工作 将 大 量 地 用 到 以 下 的 不 等 式 : 
[Ww Im) [6] 20 G4) 


其 中 uC) 是 定义 在 [5.5] 上 的 任意 的 分 段 连续 的 w 维 向 
量 ,而 "(.) 是 定义 在 [n] 上 的 连续 的 = 维 向 量 ， 这 个 积 
分 是 通常 Riemann-Stieljes 意义 下 的 积分 。 如 果 对 于 所 有 的 
区 间 [55 2]C7I( 在 两 端点 处 可 以 是 开 的 ,也 可 以 是 闭 的 ) 上 述 
不 等 式 成 立 ,那么 ,我 们 将 认为 在 区 间 I 内,，dM(P) 0, 或 
者 说 aM(P) 是 非 负 的 . 

有 了 这 些 预 备 知识 ， 可 以 给 出 极 小 化 问题 中 有 限 下 确 界 
的 存在 性 与 满足 终端 条 件 , 且 在 某 个 区 间 上 有 dM(P) > 0 的 
矩阵 了 的 存在 性 之 间 的 已 知 的 重要 联系 . 

关于 下 面 头 两 个 定理 可 以 参考 文献 [4]。 稍 后 再 来 说 明 
定理 IL 3.1 在 某 种 意义 上 推广 了 文献 [4] 中 的 主要 结果 。 

定理 I. 3.1 假设 对 于 所 有 的 «C2. A 

V[0, tos u(*)] zo, 
而 且 
f Bn, r)GCr)G'(r)ØC, r)dr > 0 


Wh € (to, ty] (15) 
(因而 , 从 x(8) = 0 出 发 , 在 任意 时 刻 n> 6， 所 有 状态 都 
是 可 达 的 )。 这 里 9(.，') 是 与 FO) 相 联系 的 转移 矩阵 . 
那么 
oo > V*[n,45]2 — o 
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Velt) = x, Wie (t5, tjl (3.6) 

HEE, 如] 上 存在 一 个 具有 有 界 变 差 的 对 称 矩 阵 PCO), 使 
得 PG) <S, MAE Costul 内 4M(P) 2: 0. 

这 个 定理 的 证 明 是 通过 一 系列 的 引 理 得 到 的 . 概括 地 
说 ,办 法 如 下 .首先 证 明 (3.6) 式 ;然后 , 借助 于 上 节 的 结果 去 
推断 V* x, HE — DU , dug de EI P" V* [s n= 
zP'(n)u; 再 证 明 PCO) 是 具有 有 鼻 变 差 的 , 且 满 足 某 种 具 
附加 限制 形式 的 4M(P*) 20; 最 后 ,再 取消 它 的 这 种 限制 ， 

38.3.1 在 定理 工 . 3.1 的 假设 条 件 下 ， 对 于 所 有 的 
a(n) = 5 以 及 t€ (o, ts], V*LUn 1 都 是 有 限 的 . 

证 明 对 于 每 个 r= x(n) 和 每 个 nE Col REA 
o > V"[n,5] 是 显然 的 。 至 于 不 等 式 的 男 一 边 [zy 
4) > 一 2， 根 据 可 达 性 条 件 (3.5) ,在 [%, 1 上 存在 一 个 分 
有 段 连续 的 控制 aCe) 使 状态 变量 从 加 时 的 x 一 0 IA n ERIS 
xz 一 xi。 令 x(t) 是 任意 一 个 在 [ay 如 上 分 段 连续 的 控制 , 根 
据 假 设 条 件 就 有 


人 q(x,, u,)dt + f q(x,u)de + x'()Sx(1) 20 
to ty 


这 里 q(x, w) = x'Ox+2x'Hutu Ruy 显然 ， 它 给 出 
Viris» u(-)] 的 一 个 下 界 , CEE V*[x, al 的 下 界 . 

根据 上 述 引 理 和 前 一 节 的 主要 结果 ， 我 们 知道 对 于 其 个 
P*(1)， 以 及 所 有 的 m» n€ Cort], A 

V*[x,, 4] = ziP* C) (3.7) 

下 面 来 证 明 P*(-) 的 一 个 不 等 式 ， 以 及 它 有 有 界 变 差 的 性 
m. 

引 理 II. 3.2 在 定理 II.3.1 的 假设 条 件 下 , 令 PIC.) 由 
(3.7) 式 所 定义 .那么 , 由 gesu) = x'Qr + 2x'Hu + u'Ru, 
对 于 所 有 的 [ns 561€ (6. t1, ARAHI x(n) — x 有 


> 22> 


f q(x,u)dt + x'G)P*G)xG) Ps 20 (3.8) 


而 P*(-) dE Qs yl 上 有 有 界 变 差 。 
TR ”根据 (3.7) 式 ,(3.8) 式 正 是 最 优化 原则 


(t 
V*[n,5]& || gr, 4i +VEm, t) 
Ja 


NE SWO 是 方程 
W+WF+FW+O=0 Wl) =S (3.9) 

在 Cn, ty) EBORE, xC) 是 任意 的 , «(48 Dn» 51 ESFE. 
则 

f q(x, 0)dt = —x'())WG)xG) » 
注意 到 x(5) = O(n, A)r), BI GLS)SNRTELRESI 

AOE ACT 5)EP*C) 一 WCG, ty) Ix(4) 

Za GDDP*G) — WCG) 
因为 对 于 所 有 的 C) HERI RI PERH 0G.) LP* C) — 
W(1)0Ct, tj) E Co, y] 上 是 单调 不 减 的 。 该 矩阵 有 有 界 变 
ZTR, PCO) 也 具有 这 个 性 质 . 

为 了 完成 定理 II. 3.1 的 证 明 , 需要 证 明 在 Co 61 内 
dM(P*)>0 以 及 P*(#j) <S. MPG) 过 5 是 显然 的 . 在 
下 一 个 引 理 中 将 要 证 明 一 个 近似 于 4M(P*) > 0 的 结果 ;这 
个 结果 是 在 4M(P*) > 0 的 定义 中 的 向 量 v《* ) 必 须 与 a(*》 
有 关 的 限制 条 件 下 得 到 的 . 

5]: 1.3.3. 4 P(e) 是 任意 的 =” X ARR, BE 
[45 ma]C[n, 11 上 有 有 界 变 差 , 令 nC*) 是 在 [4, nl LER 
分 段 连续 的 控制 , *(a) 是 (3.1) 在 时 刻 的 状态 。 那 么 


a, i dP + (PF + F'P)dt PGdtj | x(t) 
GO voi G'Pdt 0 | "I 
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= Feroz) | (3.10) 
再 由 定理 3.1 的 假设 条 件 和 定义 (3.7) 式 , 便 有 
fro voume [76 > 0 Gal) 


证 明 用 标准 的 “分 部 积分 ”方法 和 PG) 的 对 称 性 质 可 
以 证 明 (3.10) 式 . 关于 分 部 积分 所 要 求 的 C) 的 连续 性 , 可 
以 从 FC), GC) 和 «CO PD REREBE. 方程 (3.11) 
是 (3.8) 式 和 (3.10) 式 的 直接 推论 . 

文献 [4] 中 的 主要 结果 除了 用 对 于 所 有 的 x(4) 《这 里 的 
O 由 (3.1) 式 所 定义 ) 和 x(')，(3.11) 式 都 成 立 的 条 件 代 
BAH 4M(P*) > 0 以 外 ,就 和 定理 中 所 述 的 一 样 . 用 以 证 
明定 理 II. 3.1 的 一 连 串 引 理 中 的 最 后 一 个 表明 这 种 限制 是 不 
必要 的 ， 

3138 11.3.4 根据 上 面 所 定义 的 符号 , 令 P) 是 使 
(3.11) 式 对 于 所 有 的 x) 和 uC) 都 成 立 的 矩阵 。 那么 ， 
dM (P*) 2 0, 

证 明 假设 4M(P*) RRA. 那么 , 对 于 某 个 
$790, [n tp]C《n， ty]， 以 及 具有 适当 的 连续 性 的 x(') 
和 v(*); 有 


"BL, " v(t) 

f [v'G) wG) aM (P*) PH P 
我 们 导出 矛盾 的 方法 在 于 证 明 对 于 区 间 last] 存在 一 种 划 
分 [tas ta), [T23 T3]s tts [Tns Te], 使 得 


M Loe) «'G)1aMCP*) bea 


——— 


器 人 ro voume [9] 


#=1 u(t) 
HG GSH nC) 都 是 二 一 Fe + Gu 的 状态 轨 线 ， 由 于 
这 个 有 逼近 值 是 非 负 的 ,因而 产生 矛盾 . 
详细 的 论证 如 下 .。 


因为 uC) 是 分 段 连续 的 ，|9(:， r)GCz)x(Cz 咱 在 Dess 
te) X [taste] 上 是 有 界 的 ,从 而 对 于 任意 给 定 的 6 > 0, d£ 
TE—^ 5. 使 得 


NCC PGC e| < + 5n 


在 所 有 的 [z — 61, ICi 6] 上 都 成 立 . 同样 地 ,因为 v(*》 
在 [tus tp] 上 是 连续 的 ,存在 一 个 52， 使 得 


sup llo) — 00, el < e 
| 2 


对 所 有 的 Le 一 ôr (C Uso te) 都 成 立 。 令 6 一 mind). 
选择 有 限 的 点 集 4s = [n = tas tay ty = te] GE r; < 
Tin), 使 得 tin — 0; 8 ME P* E v; RAR, ORA 
的 条 件 是 可 以 满足 的 ,因为 有 有 界 变 差 的 函数 PO) 是 几乎 


， 处 处 可 微 的 ,) 现 在 定义 


xlr) = v(v;) 
21) = 9, sos D + | O15)GC ar 


其 中 上 < 上 < mh。 注意 在 [zis Tim] 上 xC) 是 对 应 
于 aul) 的 某 个 状态 轨 线 ， 而 且 根 据 5 的 定义 ，|lxi(…) 一 
vC) < &. 

现在 我 们 有 
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I "pr C) «'G)]12M (P*) E] 


-f HORONGA [e] 


at 


ee 


+2 [i E 


tC) 一 xD oce | 
+ "tro ~ so oun) 
v) — xke) 
E 0™"] 
这 里 第 二 项 和 第 三 项 的 值 可 以 用 一 个 与 P* 在 ris rm] 上 的 
全 变 差 及 @ 有 关 的 量 来 作为 上 界 ;而 且 随 着 o 趋 于 零 这 个 上 
界 值 也 趋 于 零 ， 把 区 间 [r via] 都 累积 起 来 ,就 可 以 推出 


I" [o’(e) u'G)l12M (P*) bed 


= 2 f [ze u'e) 12M (P*) eal 


< Ke, 
这 里 天 是 反映 P* E [test] 上 的 全 变 差 的 系数 。 选取 se， 使 
Ke: < 6, PA HF 

f [v'G) u'e) JaM CP*) [ Ps <—& 
以 及 
ie xi) 

[itc cya 上 ME 0 

在 所 有 的 [tis tits] C 11 上 都 成 立 ， 就 得 到 了 矛盾。 


到 此 就 完成 了 定理 11.3.1 的 证 明 . 
评注 3.1 1. AH V[0,5,4(-)] 20 等 价 于 V*[0, 


，26 。 


to] = 0.《 如 果 对 于 某 个 特殊 的 x(:), 有 V[0, 8, uC 1 < 0, 
那么 ,由 于 放大 了 ule), 也 就 放大 了 亚 ， 可 见 和 可 以 取 到 任意 
的 负 值 ,也 就 是 V*[0, 4] = 一 oo. 因此, V*[0,s] > — oo 
就 表明 对 所 有 的 x(.》 有 VLO, 5, wu(*)] 2 0, 进而 , 注意 到 
V[0,%,u(e) 01 = 0; HAAHI uC) VIO, ^s ul a zo, 
就 可 推出 V*[0, 4] — 0.) 

2. 为 了 今后 查阅 方便 起 见 , 我 们 将 土 述 结论 用 不 很 严密 、 

但 却 比 较 直观 的 语言 概括 如 下 : 
非 负 人 性 十 可 控 性 之 
在 Cros 1] 内 V* 是 有 限 的 (3.12) 
非 负 性 十 可 控 性 > 
aP, E PO) <S 
UEH (tos 1] WaM(P) 20 (3.13) 

3. 定 理 第 二 部 分 的 证 明 方 法 是 去 找 一 个 特殊 的 ， 满 足 所 
要 的 那些 约束 的 P(-), BRE P=P*, dp Vt"[mn.nl— 
xit). 然而 ,读者 应 当 明白 ， 通 常 还 存在 另外 一 些 满足 
约束 条 件 的 ,不 同 于 P* RERE P. 关于 这 一 点 在 本 章 后 加 再 
ERE. 

4. 也 可 能 出 现 这 样 一 种 情况 : 虽然 非 负 性 和 可 控 性 条 件 
成 立 , 但 对 于 所 有 非 零 的 ww、，V*[xo, 15] 一 一 c。 这 就 意味 着 
要 想 改 进 (3.12) 式 , 使 得 对 于 所 有 的 n ARAR AE D» tls 
V*[x,, 44] 是 有 限 的 任何 企图 都 是 无 效 的 。 文献 [4] 中 曾 给 出 
这 样 一 个 例题 。 其 动力 学 特性 为 t =u, o= 0, 4 = 2/2, 


«fa 
而 Viroba) = | (72 + wat, 


Bt EAB ERREA E FERE 
FEN ro A Viros 0, u(-)]  — 0, Se, 是 一 个 满足 
E. <1 的 单调 递减 的 序列 , 且 当 ”一 co 时 , e, —0. 在 [0， 
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BLD ule) 0, ME Len, 1] E. & tlt) = tl cossec 
&. (cost), 容易 验证 ， 当 > 一 co kf, Viros 0, wC) = — 
— (s, + cote, x3 将 发 散 到 一 

下 面 再 来 证 明 VIO, 0, u《:)] 的 非 负 性 .在 x(:) E 8 
连续 的 情况 下 , *(.) 在 [0,2/21 上 是 连续 的 .在 [0,2] LE 
X x2 & x(-) KF = 2/2 的 反射 ,也 就 是 在 0 二 :<x/2 
Es #@)=+G@), ME x/2 i <r E, ZG) = x(x — 1). 
因此 ,在 [0, =] 上 , zC-) 的 傅 氏 级 数 展开 式 就 是 

z(e) 一 > axrsinkz . 
[zz 
可 以 算得 
V[0,0, 4(-)] == 97 d? —1), 
4 k=1 

显然 , 它 是 非 负 的 .。 MMH, PABA asins 的 控制 都 
会 导致 V[0, 0,u(-)] 一 0. 

5. 在 .4M(E*) > 0 的 定义 中 ; 取 v) = 0, 也 可 以 证 明 
V* 有 限 的 必要 条 件 是 RG) Z0. 正如 前 面 所 提 到 的 ， 人 
们 早 就 知道 R 的 非 负 性 是 存在 有 限 的 最 优 性 能 指标 的 必要 条 
件 . : 

6. HERE P* 不 一 定 是 连续 的 。 Ain, 考虑 动力 学 系统 
=u, 而 


VI 0,4()] = — | KOO + +0), 
其 中 在 [0,1/2) E,KG) = 0; 在 [1/2,1] E, KG) 9 1. 不 
难 证 明 : 当 + <1/2 时 ， 
1 1 
MGOLIL ORE (2 
而 当 : > 1/2 时 ， 
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Vises teu] = E AG), 
这 就 是 说 当 £3/2 Wi, V*I[x G),1] 一 0， 而 当 : 之 1/2 时 ，、 
P*a — + 2G). 


然而 ,我 们 能 够 确定 P*( +), 甚至 任何 满足 Riemann-Stieltjes 不 
等 式 的 PCO) 只 可 能 在 一 个 方向 上 出 现 跳 跃 . 
引 理 HL.3.5 4 P(t) 是 一 个 对 称 的 ， 在 (wo, n] LAA 
界 变 差 的 矩阵 ， 且 满足 条 件 PGQS ME (nl 内 
dM(P) 2:0. 那么 , PO 的 所 有 跳跃 都 是 非 负 的 ,也 就 是 
limP(r) < PC) 对 于 1€ C, 44] 
limP(v) 2PG) WFE Cor] 


证 明 9 1€ (zo,4y] 是 P(:) 的 一 个 间断 点 , "(: ) 是 任意 
的 常 向 量 , 而 x(.) 在 [z — 8, 11 Cs zy] 内 为 零 .根据 在 ns 
tj] 上 dM(P) > 0 的 条 件 , 所 以 ,在 [: — 0,71 E4M (P) 20, 
再 令 5 一 0, 就 有 f 
v'G)[PG) 一 limP(v)]vG) >0 


AM ot) 是 任意 的 ， 就 得 到 第 一 个 结论 ， 同样 ,可 以 证 明 第 
二 个 结论 也 成 立 . 

以 后 不 再 专门 说 明 , 而 允许 区 间 在 点 是 闭 的 ,或 者 在 ty 
点 是 开 的 ,这 时 引 理 显然 仍 成 立 . ; 

作为 文献 [7] 中 所 研究 的 完全 奇异 情形 的 推广 , 在 文献 
[3] 中 给 出 了 类 似 于 定理 3.1 的 结果 的 证 明 . 在 文献 f7] 中 
用 的 是 使 奇异 问题 正则 化 的 方法 ,也 就 是 用 一 个 大 于 零 的 量 . 


E i w'ude 迭 加 到 奇异 问题 的 性 能 指标 上 而 得 到 的 非 奇异 问 


题 来 代替 原来 的 奇异 问题 ,然后 再 让 * BTS. 当然 ,这 个 非 
奇异 问题 是 容易 求解 的 ,但 必须 证 明 , 当 > 0 时 有 关 极 限 的 
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一 些 性 质 (文献 [5] 中 也 采用 了 类 似 的 办 法 ) .在 文献 [11] 和 
112] 中 可 以 找到 更 清楚 的 推导 ， 它 不 必 在 得 到 部 分 奇异 情形 
的 条 件 之 前 先 求 得 完全 奇异 情形 的 条 件 〈 除 了 要 进行 一 些 无 
关 紧要 的 修改 , 例如 时 间 反 向 等 ); 这 个 证 明 的 重要 特点 就 在 
于 它 使 用 了 有 关 有 界 变 差 的 函数 序列 的 Hely 收敛 性 定理 。 

现在 开始 研究 本 章 中 第 二 个 重要 结果 ， 它 可 看 成 为 定理 
3.1 的 部 分 逆 命 题 , 叙 述 如 下 : 

定理 I1.3.2 设 在 [ay tj] 上 ,存在 一 个 对 称 的 ,有 有 界 变 
ŽEK PC), H PO) <SURE [oy] WA dM(P) > 
0, BA, x14 —^- u(-), BA VIO, to, u(-)] SO Iz. 

证 明 利用 引 理 3.4 的 结论 ,对 于 每 个 [ay n1» 11» 
可 以 写 出 


fjr «xao, dH 


-xPO:) [xe T f q(x, u)dt 
根据 假设 2M(P) > 0， 对 于 区 间 [ny], RF 
£z GOP(S)«(8) <2!) PU# Ct) 十 f qs ,u)dt 


对 于 每 个 x《1) 和 每 个 D) 都 成 立 。 特别 地 ， 当 ro) = 0 
时 ， 注 意 到 P(wy) <S, HFEA «C0. RA VIO, nm， 
u(-)] 之 0. 
评注 3.2 1. 用 不 很 严密 的 语言 将 上 述 结果 概述 如 下 : 
P(t) SS 
以 及 在 [1s t] 内 4M (P) > 0> 非 负 性 条 件 。 (3.14) 
2. 从 (3.12) 式 到 (3.14) 式 的 论断 清楚 地 指出 了 为 什么 定 
理 3.1 和 定理 3.2 不 是 完全 互 逆 的 。 这 里 基本 上 有 两 个 方面 
的 问题 : 一 个 是 定理 3.1 要 求 可 控 性 条件 ,而 定理 3.2 中 却 没 
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有 , 另 一 个 是 为 了 保证 非 负 性 , 需要 的 是 左 闭 区 间 的 条 件 , 而 
由 非 负 性 所 推出 的 却 是 左 开 区 间 的 条 件 . 

3. 事 实 上 ， 由 定理 3.2 的 假设 条 件 还 可 以 得 到 稍微 强 一 
些 的 结果 , 即 对 所 有 的 xo. V*L x0. tl 是 有 限 的 。 这 一 点 不 难 
从 证 明定 理 时 所 得 到 的 不 等 式 推出 。 

为 了 得 到 更 好 的 结果 (这 是 指 要 更 多 地 得 到 既 充 分 又 必 
要 的 条 件 , 而 不 是 只 是 充分 或 只 是 必要 的 条 件 ), RIENK 
变 一 下 观点 ， 而 以 第 一 节 中 所 提出 的 鲁 棒 性 和 非 鲁 棒 人 性 问题 
为 基础 来 进行 讨论 .因此 ,我 们 感 兴趣 的 不 仅 是 V*[0, to] 有 
限 的 条 件 , 而 且 还 有 对 于 在 的 某 个 邻 域内 的 时 刻 #，V*[0，. 
r) 有 限 的 条 件 ( 即 对 于 初始 时 间 的 鲁 棒 性 ), 以 及 对 于 在 零点 
的 某 个 邻 域内 的 my*[xo。 n] 是 有 限 的 条 件 .( 由 于 问题 的 
线性 二 次 性 质 ,所 以 对 于 所 有 的 m，F*[m，, to] 都 是 有 限 的 .) 

下 面 要 讲 的 定理 3.3 就 是 沿 着 这 个 方向 进行 的 ， 它 把 对 
于 所 有 的 ro V * Lro to] 的 有 限 性 和 满足 一 定 条 件 的 矩阵 的 
存在 性 联系 了 起 来 . 

定理 也 3.3 ”对 于 所 有 的 x6,V*[xo, bo] > — 00, MH. 
仅 当 在 [5,4] 上 存在 一 个 有 有 界 变 差 的 对 称 矩 阵 PC), 使 得 
PC) < S, BTE Lro, t1 W 4M (P) 2 0. 

证 明 ”因为 对 于 所 有 的 uC), HERH V*[0, 4] =0 
时 , VIO 5, x(.)] > 0。 所 以 根据 定理 3.1, 对 于 所 有 的 % 和 
nE (5, n], 有 V*[x4, 4] > 一 oo。 又 因为 对 于 所 有 的 xo， 
V* [x95 4] > 一 00, 所 以 , 对 于 某 个 对 称 矩 阵 P*(4), 以 及 所 
有 的 xy AE [ny ul V*[x,5]— xiP* Cu). 只 要 对 证 明 
定理 3.1 时 所 用 到 的 那些 引 理 作 适 当 的 修改 ， 就 可 以 得 到 这 
个 定理 的 必要 性 。 如 同 评注 32.3 所 曾 明 的 ， 其 充分 性 是 定 
理 32 的 证 明 的 简单 推论 . 

文献 [6] 中 第 一 次 提出 了 V*[*。,w] 存在 的 充分 必要 条 
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fh. 除了 条 件 2M CP) > 0 用 约束 条 件 (3.11) 式 代替 以 外 , 其 
他 和 定理 3.3 中 的 一 样 。 

评注 3.3 1. 这 个 结果 的 一 个 直 痿 推论 是 : 车 对 于 所 有 
的 ma， V*[my 4] > 一 0， 则 对 于 所 有 的 x 和 4e Lo tls 
有 V*[x， 4] > 一 oo。 (这 里 只 用 到 这 样 一 个 事实 : HER 
于 [wz 之 内 的 所 有 闭 区 间 上 , 有 dM(P) > 0, 那么 ,在 属于 
(454) 之 内 的 所 有 闭 区 闻 上 , 也 有 aM《P) >0.) 

2. 我 们 把 由 评注 1 推广 的 这 个 结果 叙述 为 

在 [os 4] 上 V* 是 有 限 的 

PG) < S, URE Us, 中 内 daM(P) > 0 

«E [o 1] 内 V* 是 有 限 的 (3.15) 

3. 比 较 定理 3.1 和 定理 3.3， 可 以 看 出 MCP) 20 满足 
的 区 间 在 点 是 开 还 是 闭 ,将 依 我 们 所 考虑 的 x(4) 是 受 约束 
的 ,还 是 自由 的 而 定 ， 其 次 ,可 以 看 出 ,该 区 间 在 点 是 开 ,还 
是 闭 , 将 依 x(2)) 是 受 约束 还 是 不 受 约束 而 定 。 

4. 联 系 到 定理 3.3, 评注 3.1 中 的 例题 表明 可 能 存在 有 有 
界 变 差 的 对 称 矩 阵 P, 且 满足 PC1) <S, URE C t] 内 有 
4M(P) > 0, 但 在 L4, 44] 内 , 却 没有 4M(P) > 0. 

现在 ,我 们 给 出 定理 3.3 的 两 个 推论 , 它们 表明 这 个 定理 
-的 充分 必要 条 件 实 际 上 正 是 大 家 比较 熟悉 的 (但 不 那么 一 般 
性 的 ) 控制 问题 解 的 存在 性 条 件 的 推广 。 对 于 实际 上 显然 成 
立 的 第 一 个 推论 ,我 们 假定 矩阵 P 在 某 个 区 间 [ay 4] SLs] 
上 是 可 微 的 ,由 此 得 到 一 个 线性 的 矩阵 微分 不 等 式 .对 于 第 二 
个 推论 ,我 们 假设 在 区 间 [w, w] 上 问题 是 非 奇异 的 ; 于 是 ,就 
可 以 证 明定 理 3.3 的 充分 必要 条 件 等 价 于 PO) E Lo 4] 上 
满足 Rican 微分 方程 的 著名 条 件 . 对 于 这 些 推论 以 及 另外 
一 些 有 关 的 结果 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 4l, [5] 和 
[10]. 
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推论 113.1 PC) 是 在 [4,4] 上 有 有 界 变 差 的 对 称 
和 矩阵, EH [rsy] 内 dM(P) > 0. 另外 还 假设 PEHE t AIR 
域内 是 可 微 的 .那么 ,在 二 的 邻 域内 ,就 有 
P+PF+FP+Q PG+H 
| (PG+HY | R ]2« 
反之 ,在 : 的 邻 域内 满足 这 个 不 等 式 就 意味 着 在 这 个 邻 域内 
aM(P)>0, 
fEibILS2 假设 在 [4, ul ERG) >0 若 对 于 每 个 
xo, V*[xo, 5]. 是 有 限 的 ,那么 ,在 DL, 4] 上 由 V*[x GO, 0] 一 
aCe) P*G)xG) 所 决定 的 矩阵 PG) 是 连续 可 微 的 ， 而 且 在 
L^, 4] 上 满足 
"P* + P*F + F'P* + Q — (P*G + H)R“(P*G + HY = 0 
P*(t) = S 
反之 , 若 这 一 Riccati 方程 的 解 在 [ws ty] 上 没有 逃逸 时 间 ， 那 
么 ,对 于 每 个 x。，V*[xo,1] 是 有 限 的 , 且 由 x*oP*《4)xo 所 给 定 。 
HEC II. 3.1 的 另 一 种 形式 可 以 在 时 变 网 络 综合 和 协 方差 
因 式 分 解 等 问题 中 得 到 广泛 的 应 用 ,参考 文献 [11,12]. 
这 样 就 完成 了 我 们 “关于 初始 状态 的 鲁 棒 性 ”概念 的 讨 
Ye. 现在 , 为 了 把 初始 状态 的 鲁 棒 性 和 初始 时 间 的 鲁 棒 性 联 
系 起 来 ,我 们 来 研究 “关于 初始 时 间 的 鲁 棱 性 ”。 在 评注 3.3.1 
中 、 考 虑 过 把 初始 时 间 从 改 为 某 个 te 《4, n1. MERR 
考虑 取 初 始 时 间 ta < 4 的 可 能 性 .” 下 面 的 定理 将 给 出 这 个 
重要 的 结果 . 
定理 N34 ”假设 对 于 所 有 的 m. V*Iz, o] > 一 co。 
那么 ,存在 1 二, BE [ras 8) 上 可 以 定义 F(-), GC), 
H(-), QC RC:), 使 得 在 [1-1,4] 上 它们 都 是 连续 的 ,并 有 
i: Bn, v)G(7)G'()0(5,7)dv > 0, WHE Cra, n] 
: (3.16) 
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并 且 对 于 所 有 的 uC), VE, 1a, (21 > 0, 因 而 , 对 于 所 有 
RJ e(t — 1) = x4, V*[xa, t4] > —O. 

证 明 首先 ,我 们 对 于 一 种 特殊 情况 来 证 明 这 个 定理 , 然 
后 ,再 证 明 一 般 情况 总 是 可 以 化 为 这 种 特殊 情况 的 。 

4 PC-) 是 一 个 由 定理 3.3 所 保证 的 在 D, u] 上 存在 的 
WE. 现在 ， 假 设 在 的 邻 域 [o n + 61 内 ， P EE 
的 。 取 任意 的 t< to HW FCO), GOC) 是 任意 一 对 在 


[ess 二 G+4)] 上 完全 可 控 的 常数 征 阵 ;然后 ,在 [证 (t+ 


n), 8) Ej X FC.)。G(.)， 并 保证 在 连接 处 的 光滑 性 和 在 


La, 4) 上 的 连续 性 . 

SHEL tas to) E PG) = PO SX BRIRUE T PG) 在 Das] 
上 是 连续 的 。 在 [1-1,1) 上 选取 OC) EP + PF + FPH 
0 在 [i114] 上 是 常数 ;这 保证 了 OC) 在 Da, 65) 上 是 连续 
的 . Elt) EME HC +), E PG + Heras n] LEER 
同样 地 , 这 保证 了 HC:) 在 Da, 7]. 上 是 连续 的 . 最 后 ， 在 
La, 4) EER RC) 是 常数 并且 等 于 ROD , 这 样 就 保证 了 
它 在 [ras t] 上 的 连续 性 ， 


这 样 的 选取 办 法 保证 了 
we hee +FP+O0 rert] 
(PG + By R 


Elo 4] 上 是 常数 。 由 于 对 所 有 的 4e La 要 ,在 D] 上 
dM(P) 0， 和 在 的 邻 域内 存在 ,就 保证 了 MA) > 0 
(参考 推论 3.1)。 因 此 ,在 (ea) JE M > 0, 而 在 Las] 
内 dM(P) > 0。 根据 定理 33， 对 于 所 有 的 ro Viro 
tal > 一 oo, FH [eas E Gai + | picos oc) 
的 方法 ，(3.16) 式 成 立 。 
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现在 ,假设 在 的 邻 域 [4, +e A, PARE. WF 
t ss 考虑 以 下 方程 
P+PF+FP+0 
— (PG + H)LR, + (4 — £2? 1] (PG + HY 
一 0 (347) 
其 中 Re 一 R(t) if FOC), GC), HCOR OC BEM FT 
1< n 的 任意 的 连续 开拓 ， 只 要 保证 在 点 是 连续 的 。 方程 
《3.17) 的 初始 条 件 是 已 知 量 TI, = PCS). 
如 果 Ro 是 非 奇异 的 ,可 以 保证 P(e) 在 某 个 区 间 Ls 40) 
内 是 存在 的 ,而 在 L2, w) 内 户 也 是 存在 的 。 然 而 ,在 Ro At 
异 的 情况 下 , 户 将 随 着 f 4 而 趋 于 无 界 ,因此 , 就 提出 了 下 面 
要 解决 的 存在 性 问题 ， 令 + —(4—2^. TE 


dP | dP dr _ 1 @P 
dt dr dt 2( — t)” de 

这 里 是 一 个 新 的 独立 变量 , (3.17) 式 就 成 为 
dP 


— £5 + 2[PF + F'P +0] 
dr 


— (PG + HX (R, + 11) (PG + HY 

=0 (3.18) 
这 个 方程 定义 在 + > 0 的 区 间 内 ,严格 地 说 ,由 于 引进 了 新 的 
独立 变量 ,对 于 F(.) 等 应 该 用 不 同 的 符号 来 表示 它们 。 对 于 
这 个 方程 有 P(z)|, 一 Th, A. r>0 时 ，r(CR 十 
rD 是 连续 的 ,不 难 验证 ,在 + 一 0 处 它 也 是 连续 的 ， 所 以 ， 
PCz) 在 其 个 区 间 L0, i] 内 存在 , 且 有 连续 的 2O, 这 样 可 
以 推出 ,(3.17) 式 在 某 个 区 间 [7_;。4] 内 有 解 , BEL 8). E 
PO 存在 ,实际 上 在 /的 一 个 邻 域内 EO 存在 。 

(3.17) 式 表明 在 lr- 8) 上 
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[e PF FPO "m - 
(PG + HY R 1^ 
这 里 R = Re + (s — 0^1 是 非 奇异 的 。 由 于 
limPG) = Ih =P (ù), 


所 以 在 t-23] 内 4M (P) > 0. 又 因为 在 二 ;的 邻 域内 PC) 是 
存在 的 ,所 以 可 以 把 证 明 的 第 一 部 分 进一步 扩展 到 区 间 Las 
tl 上 去 .用 这 样 的 方法 ,就 可 满足 可 控 性 假定 , 定理 也 就 证 
完了 。 
评注 3.4 1. 该 定理 在 本 书 中 第 一 次 引进 了 可 延 拓 性 判 
jg. 就 我 们 所 知 , 在 文献 [1] 中 首先 使 用 了 这 个 可 延 拓 性 概 
念 ,在 那里 只 讨论 了 非 奇 异 问题 . . 
2. 如 果 在 整个 区 间 [zo, wy] 上 , RO 都 是 非 奇异 的 ,那么 ， 
上 述 定理 是 很 容易 证 明 的 ， 因 为 V*[x. 4] 一 xiP*(1)x， 
P*(4) 是 Riccati 方程 的 解 ,而 ae lo 1]. FE MERAY 
sE [to 15], B(4) 总 是 存在 的 . 
3. 我 们 把 上 述 结论 概述 如 下 : 
在 [4, 1] 上 ,7* 是 有 限 的 一 > 
WPT MR Las 4l 
具有 非 负 性 和 可 控 性 (3.19) 
以 及 
在 [4, u) E, V* 是 有 限 的 一 > 
在 扩展 了 的 区 间 Eas 4] 上 
V* 是 有 限 的 . (3.20) 
4. 检 查 一 下 定理 3.4 WIE, BABA, a 可 以 取得 离 
任意 地 近 ， 因 此 ,实质 上 , 这 就 使 得 (3.19) 式 和 (3.12) AR 
为 互 逆 的 命题 , 而 (3.13) 式 的 逆 可 以 用 包含 了 的 一 种 等 价 的 
提 法 来 代替 (3.19) 式 中 关于 V* 在 [os 4] 上 是 有 限 的 办 法 所 
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得 到 , 这 里 的 P 是 (3.15) 式 中 所 用 过 的 . 
5. 上述 定 理 的 结果 可 能 导致 以 下 错误 的 推测 : 假设 对 于 
所 有 的 xs» V*[xy, 0] > 一 co, HEEL 8) 上 定义 FC, 
GC), HC), QC I RCO BEML 1] LEBEN 
那么 ， 存 在 (4€ [tiyt), 使 V*[x-3,， t] >— o. 《实际 
上 ,可 以 断言 , 使 V*[x。, 1] > 一 oo 的 的 集合 是 开 的 .) 
作为 一 个 反例 ,考虑 之 一 zx， 
F[x(r),r:x(.)] = M [xu + o(2)i]4t, 
其 中 当 ze [ros ty] 时 pl#) 一 0; 而 当 46 [a a)i, o0, 
FHA eC) 在 La, 5] 上 是 连续 的 。 EER, HF? E 
[1-2,w) 上 是 负 的 ,所 以 对 于 坟 € Us), EE Vt [nsa tal > 
一 o 是 不 可 能 的 .然而 , 对 于 所 有 的 a《:)， 
VIC), fy CD] = 224) = Z C), 
因此 ， 
Vl, 4] m — 3 sl 
第 二 个 反例 中 不 用 负 的 eG) ,而 是 设 * 二 gu, 
7[xCr),r,x(.)] 一 rude, 


其 中 当 上 < oki, gC) — 0; 34 12085, g( 一 1。 如 果 
R@)>0, F, G, H, 8 和 RR 都 是 连续 的 , 是 否 还 能 构造 这 样 
的 反例 是 不 清楚 的 . 

# [4,4] ERG) >0, B. R(:) 湛 续 的 条 件 下 ， 上 述 推 
测 肯定 是 正确 的 ,因为 Y*[x*(r),r] 可 以 通过 Riccati 方程 的 
解 来 决定 , 如 果 它 的 解 在 o 点 存在 ,那么 一 定 在 BM C. 
括 n 左边 的 点 ) 内 存在 . 

在 这 一 节 中 ， 至 此 已 经 分 别 地 考 上 起 了 关于 初始 状态 的 鲁 
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旅 狂 ( 定 理 3.3) 和 关于 初始 时 间 的 鲁 棱 性 《定理 34). 现在 ， 
把 这 些 定理 和 定理 3.1 一 起 归纳 如 下 。 

ERIS 仍 用 以 前 的 符号 ,以 下 条 件 是 等 价 的 : 

(a) ET BUB Aro V*[xo, 6] 是 有 限 的 。 

(b) 对 于 所 有 的 GOME [5,2], V* [Ex C) D BARRA. 

(c) FO) 等 的 定义 区 间 是 可 延 拓 的 , 以 致 对 于 某 个 
£a X toy V[0,¢1,uC+)] > 0, 而 且 对 于 所 有 的 1€ CE 
Ua, ¢] 上 是 可 控 的 . 

(d) 在 lost] 上 存在 一 个 有 有 界 变 差 的 对 称 和 矩阵 PCO), 
ELH PG) <S, 以 及 在 Lt, 4] 内 24MCP) 二 0. 

我 们 应 强调 指出 : 包含 .Riemann-Stieltjcs 积分 的 条 件 是 
既 充分 又 必要 的 . 

我 们 用 关于 另 一 种 形式 的 扰动 的 次 要 一 些 的 说 明 来 结束 
这 一 节 . .至 此 、 我 们 已 经 考虑 了 初始 状态 自 零 有 个 偏离 以 及 
初始 时 间 受到 扰动 后 的 影响 .还 可 以 考虑 的 另 一 种 形式 的 
RA SRE F, G, H, 8 和 的 扰动 。 如 果 RCO) 在 
[os] 上 是 非 奇异 的 ,那么 ,在 [ros y] 上 某 个 Riccati 方程 的 
解 的 存在 性 就 是 对 所 有 的 ros V* lro 6] > 一 oo 的 充分 必要 
条 件 ,而 且 这 个 存在 性 条 件 对 于 F, G, H, 8 和 的 微小 改变 
ERA MBE. 如 果 这 个 Riceati 方程 在 (0,4) LAR 
而 是 逃逸 时 间 ， 因 而 当 yo 一 0 时，7*[xo, 4] = 0, 但 对 于 
AES xo #0, V* (x0, 0] 一 一 00, 事情 就 完全 不 一 样 了 ; FS 
的 改变 可 能 会 引起 对 于 所 有 的 rA V*[xo, &] > 一品, 或 者 
对 于 某 个 x a > 《这 里 的 4 很 接近 于 4), V*Dn, 4] = 
一 0。 如 果 对 于 某 个 ae [os t), RC) 是 奇异 的 ,就 可 能 出 现 
第 三 种 可 能 性 。 扰动 可 能 使 RC4) 不 存在 ,因而 V*[x, 4] 肯 
定 会 到 一 co; 即使 在 未 扰动 时 , 对 于 所 有 的 zo,V*[xo, t] > 
一 ,也 会 出 现 这 种 情况 。 
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显然 , 影响 扰动 的 容许 量 的 两 个 关键 因素 是 RC.) los 
4] 上 是 非 奇 异 的 , 还 是 在 区 间 的 某 些 地 方 是 奇异 的 ; 以 及 对 
于 所 有 的 ro 有 V*[x, o] > 一 0， 还 是 对 于 所 有 的 uC), 
V[0, 74, 4(-)] 2 0 MAFRA ro MRA V Ims 41 > — 00. 
对 于 后 面 一 种 情形 , Ait RC 是 否 是 奇异 的 ,我 们 还 可 以 得 
到 一 个 辅助 性 的 结果 ; 它 表 明 总 可 以 找到 RCO) 的 一 个 扰动 ， 
以 便 保 证 对 于 所 有 的 zx，7*[xo, 4] > 一 oo. 

定理 JIL.3.6 ”假设 对 于 所 有 的 uC), VLO, 5,421 2 0, 
而 且 可 控制 性 条 件 (3.5) 成 立 . NAERA ro Fis V" [177 
一 oo 不 成 立 ， 令 ae (von) 是 任意 的 (特别 是 ，4 可 以 任意 
地 接近 4), 任 给 s > 0, 令 p(z) 在 [4, t] LÆR, H eC) — 1, 
在 Lo 4) be) > 0, Ela, t] E o( — 0. 在 [yz 上 ， 
用 ORG) 一 RE) 十 sp(D)1 代替 RGO 后 ， 对 于 所 有 的 xm， 有 
V* [x05 4$] > — co. 


证 明 45e Cosh). 4 x(t) 一 0 时 ,有 


o< ý {x Oz + 2v H()x + w RG)wMt 


+ r {x'O(e)x + 2v H()x + w RG)u)ae 
+ x ss) 
因而 
o< f (QUO + 24 H(G)x + wRG)wM 
GP Gs 


其 中 s G)P* 62x02) = V* x5), 4). 
由 文献 [1] 中 的 主要 结果 可 直接 推出 ,使 


t (x'Q(Ox + 2u' H(G)x + v RG)su + eplt)u'u}dt 
d- x GP*)x (4) 


对 于 任意 的 x) = xo 取 极 小 的 问题 ， 对 所 有 的 t 存在 不 是 
一 co 的 解 ,这 是 因为 存在 9 > 0, E x (0) 一 0 时 ,对 所 有 的 
uC), 有 

i {x'OG)x + 2u’H()x + uw R(G) 


+ (ep(t) — q)v'uldt + x'(Gu)P*Cn)x(5) > 0 
因此 对 于 所 有 的 ros 


V^ s, 4] = min NO + 2 HG) + v RG)u 
+ &e()u'u) dt + V*[x(4), t) 
> min | x QD + 24 HG)x + v RGY 
+ se(G)u'«) de + V*[x(5), 5]. > —0 
《第 一 个 等 式 是 根据 优化 原理 得 到 的 ,第 一 个 不 等 式 是 利用 了 
V* 关于 e 的 单调 性 .) - 


/ 


2.4 “具有 端点 约束 的 问题 的 鲁 棒 性 


在 这 一 节 中 ,考虑 具有 性 能 指标 (3.2) 的 系统 (3.1)， 和 以 
WI— FE, rC) 是 任意 确定 的 ,但 现在 x) 不 再 是 自由 的 , 它 
受到 以 下 约束 条 件 的 限制 

Ex(t))=0 (4.1) 
这 里 Ej ERAT RANI, 有 时 限定 为 单位 和 矩阵， 当然 , 我 们 
感 兴趣 的 是 (3.2) 的 极 小 化 问题 ,或 者 是 用 变量 RET 4 以 
后 , (3.2) 式 的 极 小 化 问题 . 

现在 先 回顾 一 下 文献 [2 一 4] 中 所 得 到 的 结果 ， 这 些 结果 
的 缺陷 在 于 它们 是 不 对 称 的 一 一 必要 条 件 并 不 是 充分 的 .我 
们 将 会 看 到 引进 了 和 鲁 棒 性 条 件 就 可 以 消除 这 种 不 对 称 性 .这 
里 要 引进 一 种 新 形式 的 鲁 棒 性 。 它 不 是 以 往 所 给 出 的 那 种 鲁 
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棒 性 在 形式 上 的 简单 的 改变 . 

文献 [2 一 4] 给 出 了 以 下 结果 。 其 证 明 可 以 用 类 似 于 定理 
2.1 到 定理 2.3 的 证 明 方法 得 到 . 

LAL 假设 对 于 所 有 的 (€ [r t) 


E, f (4, )G()G (0 (5, rarE >0 (42) 


4 ZEW Ej 的 零 空间 的 一 组 基 作 为 询 向 量 所 构成 的 矩阵 .对 
于 所 有 的 xG) 和 46 Us, t0 Vx t «C AAR FA 
必要 条 件 是 在 [%, 4) 上 存在 一 个 有 有 界 变 差 的 对 称 和 矩阵 
PC) AERE [ns 4) 内 4M(CP) > 0, 而 且 

liaZ'te'G, PP, (4) — SIZ « 0. (4.3) 


其 充分 条 件 是 在 [1, t]. 上 存在 一 个 有 有 界 变 差 的 对 称 和 矩阵 
PC-), 使 得 在 Lo, 4] 内 dM(P) > 0, 而且 
Z'[PG) — S1Z « 0, (4.4) 
评注 41 1. 严 格 地 讲 , 文献 [2 一 4] 所 涉及 到 的 是 保证 
Vine), t, zx(.)] 对 于 所 有 的 1€ (ws 具有 有 限 的 下 确 界 ,以 
及 对 于 所 有 的 uC), VIO, 2, x(.)] 2 0 的 条 件 。 就 像 从 定 
理 3.1 和 定理 3.2 推导 定理 3.3 一 样 , 也 可 以 用 第 二 节 中 的 方 
法 来 推导 定理 4.1, 
2. 可 由 下 式 来 确定 一 个 满足 必要 条 件 的 PC) 
POPC) = int VLC), ty «C-)] 


H Erl) = 0. 


3. 可 控 性 条 件 (42) 是 第 二 节 中 给 出 的 一 般 性 条 件 的 一 - 


种 特殊 情形 , 它 保证 了 最 优 性 能 指标 的 存在 ,也 就 是 状态 约束 
是 可 以 达到 的 . 

至 少 可 以 通过 三 种 不 同 的 途径 来 探讨 鲁 棒 性 问题 。 第 
一 ， 就 像 在 第 三 节 中 改变 初始 时 间 Am 一 样 ， 研 究 1 改变 后 的 
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影响 .第 二 ,对 于 适当 小 的 e, 研究 用 类 似 于 上 ExCz) e ws 
条 件 代替 (4.1) 后 的 影响 。 第 三 , 利用 在 性 能 判 据 上 迭 加 罚 函 
数 的 思想 (参考 文献 [13])， 研 究 去 掉 《4.1) ,而 在 性 能 判 气 
(3.2) EX MTR Nx’ Cy) EVE x(t) 《其 中 六 是 很 大 的 数 ) 之 后 
的 影响 。 后 面 一 种 情形 中 的 鲁 棒 性 对 应 于 对 所 有 充分 大 的 N 
最 优 性 能 指标 的 存在 性 。 

如 同上 节 中 所 指出 的 ， 至 少 在 用 代替 wy 后， 存在 着 一 
些 问题 ， 它 们 是 没有 前 两 种 鲁 棱 性 的 。〔 严 格 地 讲 ， 在 上 一 
节 中 ,第 二 类 鲁 棒 性 是 用 任意 的 x(1), 而 不 是 用 上 EoxCio) 志 
8, 来 代替 x(4) 一 0 的 ,) 现 在， 我 们 先 看 看 不 具有 第 三 类 鲁 
棒 性 的 问题 是 存在 的 。 然 后 再 继续 讨论 不 同类 型 的 鲁 棒 性 之 
间 的 等 价 人 性 。 这 里 有 些 结果 搞 自 文献 [14], 

AE 


á= (t —1)u, Vin, 0,x(.)] = fon 


且 有 边界 约束 条 件 x*(1) 一 0。 首先 可 以 证 明 ,在 这 样 的 约束 
条 件 下 ,对 于 所 有 的 x(0) 和 所 有 的 分 段 连续 的 x ,7 之 0. 
由 于 这 个 约束 显然 是 可 达 的 ,所 以 inf V 存在， 可 以 看 出 


= im [Ef (e -1 u(x er} uldi (因为 r(1) 一 0) 
= lim MI om Dao] GD 

x-2 u (r— u(r der hae 
- elfe- oo [fovea 

+ jo i (r— "E f 


e45. 


r (e — D7 t 人 一 DuCe ae | ar} 
右边 的 第 二 项 等 于 一 V, 内 此 


y- Y (f Ge Dular) 
+ Ltim¢r — D fie = Dae] 
+ Luo —1)7 [f (r— Dae | à 
利用 洛 必 达 法 则 ,第 一 个 极限 为 零 ,第 二 个 极限 是 非 负 的 ， 所 
UL RARER V 2 0. 
现在 来 考虑 取消 了 约束 条 件 x(1) = 0 后 的 Viro 0, 
u(:25N] 的 极 小 化 问题 。 我 们 将 要 证 明 ,不 存在 有 限 的 N, 能 
使 nfy > 一 oo. 如 果 有 这 样 的 YY， 那 么 根据 定理 3.3， 在 
[0,1] 上 就 必定 存在 一 个 有 有 界 变 差 的 P(.), 且 使 4M(P) 之 
0,P(1) =N. WRZE PC-) 有 突 跳 ,那么 ;就 像 第 三 节 中 
所 盖 明 的 , 它 只 能 是 正 的 突 跳 .就 像 文 献 [7] 中 所 进行 的 论证 
那样 ,可 以 得 出 ， 对 于 满足 RC) = 0, WE losl AR GC) 
和 HC) 是 连续 的 任何 一 个 问题 ， 对 于 任何 在 o, 4] 内 使 
aM(P) 之 0 的 P, 有 PG +H = 0, WE (t,t/) (这 个 结论 是 
很 容易 建立 的 )。 这 就 是 说 ,这 里 
POG— 1) + * - 0, 
或 者 
KORS 


这 样 , 端点 约束 就 不 可 能 满足 ,因为 否则 在 端点 处 PO 要 有 
无 穷 的 负 突 跳 .这 样 就 与 对 于 某 个 N, inf > 一 oo 的 要 求 相 
7T. 
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梯 性 之 间 的 等 价 性 ,也 就 是 关于 终端 时 间 的 鲁 棒 狂 ,关于 终端 
REARS. DRA TEH RETR hA m DE 
的 鲁 棒 性 之 间 的 等 价 性 .下 面 的 第 一 个 定理 就 要 证 明 后 两 种 
鲁 棒 性 的 等 价 性 . 
先 阅 明 一 些 符号 ,回忆 以 前 兽 有 
V*[xo,to] = inf V [zos to, u(-)] 
V* [zo n] = inf V [zos to0,u(*)] 


且 满 足 约束 Ex(1) = ny 
现在 再 定义 x 
V [zos tos u(-25 N] = Vi xy fo; u(-)] 
NIE; GUI? 
V*[x, 4; N] = inf V [zo> ty, u( +); N] 


和 
Vilxo, to] 一 inf V [xos fos w+] 


且 满 足 约束 
IE Gp < s. 

下 面 将 认为 和 是 确定 的 。 在 本 节 的 后 面部 分 再 考虑 是 
可 以 改变 的 情形 ;而 改变 o 不 会 给 出 什么 新 的 东西 。 

定理 11.4.2 下 列 诸 条 件 是 等 价 的 . 

(a) 以 和 代替 e 以 后 的 可 控 性 条 件 (4.2) 成 立 , 同 时 对 于 
某 个 N 和 所 有 的 x. V* [ros 55 N] FE. 

(b) 对 于 所 有 的 六 > 某 个 N,V*[xo, 03 N] fefe, 以 及 
EN >N 时 一 致 地 有 上 界 . 

(O 对 于 所 有 的 x 和 所 有 的 & > 0，V#[xo, 5] FE. 

(2) 对 于 所 有 的 mm 和 所 有 的 n V* Dx, n) FE, 

。44 ， 


而 且 当 上 述 条 件 中 的 任何 一 个 成 立时 ,就 有 


limV*[x;, 4; N] = limV# [xo, ^] 
Noo t0 


= V*[x, 2; = 0] (4.5) 

证 明 (a) 一 > (b). 根据 可 控 性 条 件 ， 存在 一 个 C), 
EREE Co) 一 xo EIE] GE El) 一 0)。 于 是 ， 
Vix», to, uC*)] SV*[xo, to; Ñ] > V*[xo, 3 N]. 

(b) => (c). 首先 证 明 V¥[xo, ww] 二 oo. 假设 不 然 。 那 
As 唯一 可 能 发 生 的 情形 是 对 于 某 个 6, [E CD] e 是 不 
可 达 的 .为 了 导出 矛盾 ,假设 是 这 种 情况 ,并 取 M 使 得 对 于 某 
个 任意 的 5 > 0， 和 所 有 的 六， 有 F*[ro 8, N] < M — 5. 
在 定理 的 论断 (b) 的 假设 条 件 下 , 肯定 存在 这 样 的 M 和 5。 定 
义 UR 为 满足 了 [xo tos uC); N] < M 的 分 段 连续 的 uC) 的 
集合 .那么 ,对 于 «(€ Us, RA 

V[xomya(.)] < M — NIE! < M — Ne? (4.6) 
(我 们 决 不 可 能 使 EGO < s IZ). 4 


Of = inf Vix, zyx(.)]。 
a(EUR 


因为 对 于 N > N,, 必 有 Us,CUs,， 可 以 看 出 ,， OF BM 
增 的 。 另 一 方面 ,根据 《4.6) Ro 我 们 有 

O% < M — Ne’, 
显然 ,由 此 可 以 得 出 

lim Qs = — œ, 


Roo 
WU, MPRAWN, Ok 一 一 co ， 以 及 对 于 任意 给 定 的 
K 2 0, 必定 存在 u(-) € Uni, E [ros t a(*)]  — K. 
于 是 ,就 有 
V* [x05 t5 N] <V [x05 t, u(-)] + NERC, 
< —K + NIE RC)IP 
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和 
V[xo5548(-)5 Ñ +1] = Vixo 4.22: N] + JE RC) IP 


V*[s, 5; N] + x Vti N] +K 


因为 天 是 任意 的 ， 这 就 违反 了 约束 条 件 VIr tos AC); N+ 
1) < M ,因而 产生 了 了 矛盾. 

Bik Vil, 4] > 一 oo 是 很 容易 的 。 对 于 所 有 使 

[EG S e BS uC), 有 

V*[xo, to; N] < V[xy, to, &(*)] + Ne? 
或 者 

V[ x05 tos wx(.)] > V* [zos $5 N] — Ne 
这 样 就 得 到 了 Vila, 1 的 下 界 ， 

(=>). 首先 应 注意 到 VE, t] 的 有 限 性 蕴含 着 
在 以 4% 代替 c 的 情况 下 的 可 控 性 条 件 (4.2) 成 立 . 因为 如 果 不 
是 这 样 的 话 ， 那 么 一 定 存在 某 个 初始 状态 r MRA e 的 值 > 
使 得 没有 控制 CEE LEGI < s 成 立 。 由 于 所 有 的 a 
是 可 达 的 ,因此 可 控 性 条 件 成 立意 味 着 V*[xo, n] < 00. 对 
TAE n EM e, Eln « e. 这样 一 来 ;就 可 以 清楚 地 看 
到 V*[x, n] 之 V£xo, $1 > 一 co. 

(d) 二 > (a). 可 控 性 是 显然 的 。 其 次 ,根据 定理 2.1， 对 
于 某 些 Py, Pu = P 和 Py， 有 以 下 表达 式 


V*[ a] = [rn] 区 a [>] (2) 


所 以 

V* [zost N] 一 inf Linf{V Dos tos uC:2] + Nl 
这 里 的 uC) 属于 能 使 Ee) 一 nm 的 那 一 类 控制 。 括号 里 
的 下 确 界 正 好 就 是 V* xg] 十 Nl, Ate 
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Vt, i N] 一 it [teni | i "e sil B 


= xo[Poo 一 Por(Pr + NI) Pio] x0 (4.8) 
对 于 适当 大 的 N, 显然 对 所 有 的 o A V" [xs 8; N] > 一 co。 
显然 了 *[xo, 4: N] 二 oo. 这样 就 证 明了 条 件 (a) 到 条 件 (d) 
都 是 等 价 的 。 ` 
还 剩 下 (4.5) 式 的 证 明 。 显然 从 (4.7) 式 和 (4.8) 式 可 以 
得 到 


limV*[xo, to; N] = V*[xo, n; = 0] 
Neo 


然而 
Vil xo, ] 一 min. [2xsPoyny + Pim] + ztPooxo 
ne 


由 于 在 极 小 化 和 求 极限 的 运算 过 程 中 ，、x。 Poy 和 Pj 是 确定 
的 ,所 以 ,显然 有 


lim min Uno + ogPgm)-—9 


c0 nfl 


这 样 一 来 ,就 得 到 了 所 要 求 的 
lim VE [x09 to] = xPoro = V*[xo,9; = 0] 


评注 4.2 1 ， 作 少量 的 演算 即 可 证 明 , 条 件 (c) 可 用 (<) 
RE, : 
CC) 对 于 所 有 的 x, 和 所 有 的 s > 0，7z [xu, 40) FE. 
2 可 能 更 有 点 意外 , RE CO 还 可 以 用 条 件 
Cc" RE 
(c) 对 于 所 有 的 x, RIA e > 0, Vila, WIE. 
其 理由 是 ,用 简单 地 标定 自 变量 的 办 法 ,对 于 所 有 的 玉 有 
VE[Kzo, t] = KV EL x0, tol. 
在 第 三 节 中 ， 我 们 证 明了 关于 某 种 鲁 棒 人 性 的 各 种 条 件 等 
价 于 包含 Riemann-Stielties 积分 的 单个 条 件 。 而 这 里 我 们 还 
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不 能 这 样 做 ,正如 下 面 要 论证 的 ,所 考虑 的 那些 鲁 棒 性 的 种 类 
还 是 不 完全 恰当 的 。 

大 体 上 ,可 以 把 在 Eje) 一 0 的 条 件 下 ,《3.2) 式 的 极 小 
化 问题 看 作 是 3.2) 式 中 的 积分 项 和 终端 加 权 因子 rC) x 
[S 十 (十 co)E7E1]x(2) 之 和 的 极 小 化 问题 。 定理 4.2 的 条 件 
《a) 和 (b) 可 以 看 作 是 当 入 适当 大 的 情况 下 ， 用 x! GODS + 
NEiEj]x(zy) 代 蔡 该 加 权 因 子 的 一 项 ， 这 里 ,人 允许 加 权 甜 阵 作 
某 种 扰动 , 但 是 , 若 Ej 的 行 数 比 *(.) 的 维 数 少 的 时 候 , 显 然 
加 权 和 矩阵 的 一 部 分 是 不 可 能 被 扰动 的 。 因此 , 有 理由 假定 鲁 
棒 性 的 形式 为 : 对 于 某 个 小 的 正 数 AIS 一 Sl| < n WE 
个 对 称 矩 阵 S 去 代替 S. 这 种 方法 称 为 5 扰动 .引进 这 种 类 
型 的 鲁 棒 性 ,就 把 定理 4.1 和 定理 42 的 思想 联系 了 起 来 . 

定理 II[.4.3 以 下 条 件 是 等 价 的 。 

G) 以 代替 上 之 后 ,可 控 性 条 件 (4.2) 成 立 , 并且 对 于 
某 个 ?> 0， 以 及 用 满足 1 — SII < » 的 任意 一 个 对 称 和 矩阵 
SARE S 后 , V* xo, 5 入 ] 对 某 个 N 和 所 有 的 xo BALE. 

(b) 对 于 某 个 人 > 0, URRA IIS — Sl <n HERS, 
在 [w, wy] 上 存在 有 有 界 变 差 的 对 称 矩 了 泗 PCO), 使 得 在 Lo 7j] 

` 内 dM(P)>0, 而 且 对 于 定理 4.1 HZ, 有 
Z'[P(4)) — S]Z <0, (4.9) 

(c) 定理 42 中 (b) — (2) 的 任意 一 个 条 件 只 要 作 显 然 的 
修改 均 成 立 , 

TA (a) <> (c) 是 显然 的 . 我 们 首先 证 明 (a) — (b). 
根据 定理 3.3， 存 在 一 个 在 lo, 41 上 有 有 界 变 差 的 对 称 矩 阵 
PC, BE [ts 4] AA 4M(P) 20, AR. 

P(t) 一 5 一 NE;E, <0 
由 此 便 可 以 直接 推出 方程 (4.9). 为 了 证 明 (b) 一 > (2), HE 
意 , 当 了 < 一 本 一 引 时 ， AlS— 91 Sl « 5, RIAA 
» 486 


$— m1 代替 5 后 的 条 件 (b)， 就 存在 一 个 具有 所 述 各 种 性 质 
的 P(.), 只 是 (4.1) 要 用 

Z'[P(4) — $ + q1]1Z <0 
来 代替 ，( 这 是 由 ZIPO) — S]Z 二 0 而 得 来 的 )， 通 过 矩阵 
的 代数 运算 将 表明 : 存在 这 样 的 入 ,使 得 


2! = 
[| [IPG) — 5 — NE;EJM4ZE;] <0 
f M 


或 者 
PC) — S — NE}E, <0 

于 是 定理 3.3 就 意味 着 条 件 (a) 成 立 . 

评注 4.3 1. 在 上 面 的 证 明 中 关键 的 一 步 是 用 严 客 的 不 
ERRE (4.9)。 若 不 用 8 扰动 的 思想 ,这 是 不 可 能 的 . 

2. 在 Ei 是 方 阵 的 情形 下 ,就 完全 不 需要 5 的 扰动 了 ,条 
件 《4.4) 和 (4.9) 也 不 再 存在 ， 

现在 ,我 们 来 探讨 第 三 类 鲁 棒 性 , 即 涉及 到 对 于 终端 状态 
忆 的 扰动 .为 了 简单 起 见 ,我 们 将 考虑 形 如 x(41) = 0 的 约束 . 

定理 11.4.4 假设 可 控 性 条 件 (4.2) 成 立 。 于 是 以 下 诸 条 
件 是 等 价 的 。 

(a) 对 于 某 个 和 所 有 的 xos V* Exo) tN] 存在 ， 

(b) 存在 n > 使 我 们 可 以 在 《4 n1 上 定义 FCD, 
G(* ) 等 ,使 得 它们 在 os 5] 上 都 是 连续 的 , 而 且 对 于 所 有 的 
tE [my 4) 


f (1,7) Gr) G (0 (4, rar > v 
以 及 对 于 所 有 的 xG)fI (€ [ros 4), 端 点 受 约束 的 问题 有 解 。 
证 明 (4) 一 > (b)， 根 据 定理 3.3, 在 [ay t] 上 存在 一 个 


有 有 界 变 差 的 对 称 矩 隆 P(. ), 且 在 [4, 内 满足 4M(P) 之 0， 
和 Pi) < SENI. 用 稍微 改变 了 的 定理 3.4 中 延伸 过 程 的 
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证 明 方法 ,来 定义 具有 所 述 性 质 的 FC, CO) 等 , 以 及 使 得 
在 I5, 4] 内 有 2M (P) Z2 0 WPC). 根据 定理 4.1, 在 [1， 
4) 上 定义 的 端点 受 约束 的 问题 有 解 . 

(b) 一 > (a)， 假 设 在 x(4) = 0 的 约束 条 件 下 ， 


LOPO = ink | [x QC) + 2a HG)x + i R(Du)dt, 
于 是 ,对 于 /< 和 使 得 N1 > PG) 的 N, 可 以 得 到 V* ros 
t NI 的 下 界 : 
x ()PG)«(4) 一 in 你 [x OC)s + 24 Hx 
+ wRGy«)dr + CPC ECD} 
< inf M [x Q(Ox + 2w H(Ox + wR] de 


+ NICD} 

= V*[x,, tw; N] ` 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 

评注 4.4 对 于 非 方 的 Ej, BRE (4) 一 0 形式 的 约束 

就 更 复杂 了 。 要 想 在 延伸 的 区 间 上 把 约束 变 成 Ej) = 0， 
而 得 到 较为 简洁 的 结果 是 不 可 能 的 ; 看 来 应 该 把 约束 改变 为 
EDC, 1)x(5) = 0, 这 里 的 @(.，*) 依赖 于 被 选 定 的 特殊 的 
FC). 


25 Riemann-Stieltjes 不 等 式 的 极 值 解 


.在 这 节 中 , 我 们 研究 在 [os y] 内 的 不 等 式 4M(P) > 0, 
并 要 确定 此 不 等 式 的 极 大 和 极 小 解 。 首先 , 我 们 给 出 如 下 结 
Ry . 

BISA 对 于 由 (3.1) AM (3.2) 式 所 决定 的 无 约束 
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极 小 化 问题 来 说 (x(i) 是 住 意 确定 的 ， 而 r0) 是 自由 的 )， 
假设 对 于 某 个 终端 加 权 甜 阵 9。， 以 及 对 于 所 有 的 x) fre 
[os 4], FE V*[x(e), 1] = x'G)P* G)xG).. 8854, 对 于 任 
fifi 2M(P) > 0 PCH) « SES PC, 有 
PCs PG) < S) < P*G P*Gj) = Sj) 

Wee [my 4] (51) 
(这 些 符号 的 含意 是 清楚 的 ; 虽然 这 里 可 能 不 需要 这 样 复杂 ，。 
但 这 种 写法 以 后 是 有 用 的 ) 

证 明 ”从 定理 32 的 证 明 中 可 以 知道 , 对 于 1€ [ay 4] 


[iro voume) [ZO] sores 


— OROG) + f [x Q()x + 2x'HÇr)u 


+ u'RCr)uldr 
所 以 
V[xG), t. «( )] = POPE)  x'GOLS; — PCy) eCe) 
UT RUE x(t) 
+ p [x'Ce)u'(2) 1d M P) p ol 
利用 关于 PC) 的 条 件 , 可 以 得 出 
V [xC) , tu )] 2 x'G)PG)xG) 
便 直接 推出 方程 (5.1).。 

我 们 知道 , P*(- ) 满 足 4M(P*) > 00 P*CGÁ) < S 所 以 
PC) 是 具有 这 种 性 质 的 PC-) 中 最 大 的 (这 次 序 由 (5.1) 所 
BOE). 

我 们 用 以 下 方法 来 求 最 小 的 Px(*)。 

定理 II.5.2 ”定义 性 能 指标 为 


Vall), t, uC)]1 = f [x'Ox + 2x'Hu + u/Ru]dt 
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d — x'(8)Sx(4) (5.2) 

其 中 eG) 是 任意 固定 的 ，xC4) 是 自由 的 , DL aC) 是 自由 
的 . 令 

Ve[x(2), 1] 一 inf Volx(z), t, u(+)] (5.3) 


BMT HA M € losl FE V 4Dx 2 11, BA MF 

定义 在 [59,4] 上 的 某 个 POR Vale), (] = — x'G)P4G) 

*(z)。 此 外 还 存在 PCO), 使 得 在 [w, 41 内 有 4dM(P) > 0 和 
P(t) > So» jit Px《*) 就 是 如 下 的 一 些 PC-) 中 的 最 小 者 : 
P(1; P(1) > So) 2 P. 5 Pr(to) = So) : 

1. 4] (5.4) 

反之 ,车 存在 PC ), 使 得 在 [#41] 内 有 dM(P) > 0M PCH) > 
Soo BA, 对 于 所 有 的 rE) 7I 6€ D, tl, Vs ExG), 4] 存 在 . 

这 个 定理 的 证 明 可 以 通过 对 定理 5.1 和 定理 3.3 中 的 时 
间 的 逆转 来 得 到 ， 在 这 些 定理 中 把 V* 的 存在 性 和 满足 在 
Lo; 11 A 4M(P) >0, PC) <S B3 PCO) 的 存在 性 联系 了 
kx. 

定理 II.5.2” 还 提供 了 对 于 所 有 的 xG)RU [5, 4], 使 
V*[x(#), 1] 存在 的 那些 终端 加 权 和 矩阵 S, 的 信息 。 事实 上 引 
进 这 个 定理 不 是 因为 它 本 身 的 内 容 ， 而 正 是 为 了 提供 这 个 信 
a. 

EW 5.3 ”用 上 面 的 那些 符号 , 设 Vale), 对 于 所 
有 的 x(#), 所 有 的 (€ [454] ;以 及 某 个 Se 都 存在 .那么 ,对 于 
MANS <S, 它 也 是 存在 的 .而且 对 于 某 个 页 < So 以 及 
所 有 满足 

Sy > PAG PS) = S.) (5.5) 
的 5,, V*[xCO , 1] 也 存在 。 如 果 对 于 所 有 的 S, < S 和 某 个 
3S，(5.5) 式 不 成 立 ， 那 么 , 对 于 所 有 的 xG) ME [ws 7]; 
V*[x(e), :1 不 存在 。 
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证 明 从 (5.2) 式 中 可 以 看 到 V[x(sz),z] 是 随 着 So 的 减 
少 而 增加 的 。 AAs Vale@, 1] = — z'GOP.G)xG) .也 随 
S 的 减少 而 增加 。 A VulxG), 4] 对 于 某 个 5 是 存在 的 , 那 

4, 对 于 所 有 的 % <S, 它 也 是 存在 的 (而 且 可 以 看 出 , 对 于 
每 个 确定 的 4,Ps(4 PaCo) = So) 是 随 Se 单调 变化 的 )， 这 证 
明了 第 一 点 ， 

为 了 证 明 第 二 点 ,假设 对 于 某 个 5, (5.5) 式 是 成 立 的 . 那 
4, PG) 一 P.C PCS) = So) EE a MCP) > 0 MPC) < S; 
AY. 根据 定 理 3.3, 对 于 所 有 的 xG) rE [hz]，P*Ixr(t7， 
DE T 

反之 , 假设 对 于 某 个 S; 和 所 有 的 S, < So (5.5) 式 不 成 
立 , 但 是 对 于 所 有 的 xG) AE D, 4],V*[2@), 1] 存在 .我 
们 将 得 到 一 个 矛盾 . 令 $ 一 P*Cu). 于 是 ,由 于 在 [6， 内 
H 4M(P*) > 0 RIP*C4) 宇 驴 ,根据 定理 5.2, 在 (5.2) 式 中 用 
S 代替 Soy RTIRA V alel), 1] 对 于 所 有 的 x《z) 和 4 Lo, 

14] 是 存在 的 .. 而 且 根 据 (5.4) 式 , 对 于 所 有 的 1€ D, tl, A 
| P*(G) 2 Pass Pa(to) = $,) 

Re = ty, BAS) > PCS Pato) = S. 而 对 于 某 个 适当 负 
B9 Sos So < So FA So < So. 则 
Pis PaCo) = So) < P*( 443 Pato) = 5) 
<S; 
这 就 得 到 一 个 矛盾 .定理 证 毕 . 

. 评注 5.1 1. 由 于 Ps(4 PaCo) 一 So) 关于 S 是 单调 的 ， 
可 以 看 出 ,任何 满足 5/ > Palt Palto) = — n1)89 5; Chi n 
是 某 个 任意 大 的 数 ) ,都 能 使 相应 的 V*ExG , 1] 在 Lo 5] 上 
存在 . 同样 地 ， 对 于 任意 大 的 数 >， 任 何 满足 So < P.C: 
P*(4) = nl BY %: 都 能 使 相应 的 Vale Ce), JE [toot] 上 存 
E, 
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2. 对 于 所 有 的 或 者 部 分 的 状态 向 量 在 s t, 点 受到 约束 
的 有 约束 极 小 化 问题 也 可 以 得 到 某 些 结果 。 其 中 最 有 意义 的 
是 从 上 述 三 个 定理 中 容易 推出 
P4 5 x(5) = 0) < PG) SP; C) = 0) (5.6) 
在 这 个 不 等 式 中 ,假定 所 需 的 可 控 性 条 件 是 满足 的 ,以 及 不 等 
式 的 第 一 和 第 三 项 分 别 地 在 区 间 (4, Mo, LEAR 
HJ. PCOJKTE 4,4] Ef 4M(P) > 0 的 任意 一 个 解 。 这 个 不 
等 式 使 人 联想 起 了 定常 间 题 的 某 些 已 知 结果 ,参看 文献 [15]. 
这 节 的 大 部 分 结果 最 早出 现在 文献 [16] 中 。 


26 结 R 语 


这 一 章 的 主要 工作 在 于 证 明了 为 了 某 些 线性 二 次 最 优 问 
题 有 解 ， 有 着 用 某 个 Riemann-Stieltjes 积分 的 非 负 性 来 表示 
的 既 充 分 又 必要 的 条 件 。 这 些 问 题 虽 然 与 那些 在 文献 中 经 常 
讨论 的 问题 紧密 相关 ， 但 与 它们 并 不 是 等 同 的 ; 而 且 ， 它 们 
本 身 具 有 内 在 的 鲁 棒 性 ， 这 使 它们 从 定性 的 观点 看 来 是 适 定 
的 . 
第 一 组 结果 是 关于 初始 时 间或 初始 状态 的 鲁 棒 性 的 ， 第 
二 组 结果 是 关于 终端 时 间或 终端 约束 状态 的 鲁 棒 性 的 .在 后 
半 部 分 我 们 证 明了 对 于 和 鲁 梯 的 问题 可 以 使 用 罚 函 数 的 思想 ， 
而 且 只 有 和 鲁 棒 的 问题 才 可 使 用 这 一 概念 
在 数学 上 严密 的 推导 和 关于 问题 定性 的 〈 适 定性 的 ) & 
理 假 定 下 ， 我 们 提出 了 一 种 把 线性 二 次 极 小 化 问题 看 成 为 标 
准 问题 的 观点 . 
我 们 还 指出 了 Riemann-Stieltjes 条 件 对 于 更 多 的 线性 二 
次 控制 间 题 的 适用 性 ， 包 括 从 零 初始 状态 到 指定 的 非 零 终端 
状态 之 间 所 要 求 的 转移 。 这 一 推广 由 时 间 逆 转 是 容易 得 到 
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的 。 因 而 ,在 把 可 以 用 包 售 Riemann-Sueljes 积分 的 不 等 式 来 
分 析 的 各 类 问题 联系 起 来 的 过 程 中 ， 有 可 能 描述 这 种 不 等 式 
的 极 值 解 的 一 些 性 质 。 
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第 三 章 线性 二 次 奇异 控制 的 算法 
31 引言 


在 这 一 章 中 ， 将 要 介绍 无 端点 约束 的 线性 二 次 奇异 控制 
问题 的 最 优 控制 的 存在 性 及 其 计算 方法 。 为 此 , 先 考虑 一 个 
较为 简单 的 问题 ,这 就 是 在 线性 常 微 分 方程 约束 下 ,寻求 二 次 
指标 泛 函 具有 不 依赖 于 控制 函数 的 下 界 的 充分 必要 条 件 . 

仍 考虑 由 方程 (3.1) 和 (0.3.2) 所 决定 的 系统 和 指标 。 
为 了 方便 起 见 , 把 这 些 方程 重新 写 在 下 面 。 其 指标 泛 函 和 动 
力学 系统 为 

V[ x0 tos u(:)] = 中 [x'Q(2x + 2x H(Au + w RG)u)2t 
+ x'(4)Sx(t) (1.1) 
和 
z= FH GG. 1C) = wm (1.2) 

对 于 其 中 的 系数 和 矩阵 和 控制 ， 我 们 作 和 上 一 章 一 样 的 一 
些 假 定 。 不 过 ,这 里 还 进一步 假定 了 F，, G 等 矩阵 都 是 充分 可 
微 的 ,以 便 进行 以 后 要 用 到 的 某 些 变换 (在 这 些 变换 中 包含 着 
微 商 )， 由 于 不 同 的 问题 所 要 进行 变换 的 次 数 也 不 同 , 因 而 要 
求 系数 矩阵 可 微 的 阶 数 也 是 不 一 样 的 。 在 本 章 所 介绍 的 算法 
进行 到 每 一 阶段 时 ， 再 来 说 明 为 实现 这 一 步 所 应 要 求 的 可 微 
性 的 阶 数 (如 果 只 考虑 算法 的 一 个 完整 的 循环 ,那么 ,2,R，, 己 
和 C 连 续 可 微 ， DRM XB ee TEST). 除了 这 一 类 
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假定 以 外 ,有 对 我 们 还 要 进一步 假设 由 FG 等 所 组 成 的 某 些 
和 矩阵 在 [ros n] 上 的 秩 具有 不 变性 。 

用 也 表示 容许 控制 的 集合 。 和 第 二 章 中 一 样 , 我 们 感 兴 

趣 的 是 : 在 (1.2) 式 的 条 件 下 ,寻求 

VIO, ts u(-)]>0, 对 于 每 个 x(.)e U (1.3) 
的 充分 必要 条 件 。 如 果 对 于 所 有 的 16 D» t RO) > 0, 也 
就 是 问题 是 非 奇异 的 ,那么 ,这 是 很 容易 解决 的 。 从 而 , 有 兴 
BHO RO) = 0 (完全 奇异 ) 的 情形 ,以 及 RO) 不 等 于 零 , 但 
在 Ls t] 内 的 某 些 地 方 是 奇异 的 (部 分 奇异 的 ) 情 形 。 

我 们 再 强调 一 下 问题 (1.3) 在 第 二 章 中 已 经 见 到 过 了 ， 
在 那里 主要 是 研究 一 般 的 存在 性 条 件 。 而 这 里 , 我 们 的 兴 
是 茹 何 用 构造 性 的 方法 来 决定 (1.3) 式 成 立 与 否 .为 此 , 需要 
考虑 一 种 比 第 二 章 中 所 讨论 过 的 情形 受到 更 多 限制 条 件 的 问 
题 (这 是 指 要 求 可 微 性 和 秩 的 不 变性 条 件 成 立 ). 

历史 上 已 经 证 实 这 问题 在 某 些 领域 内 是 很 重要 的 ， 它 是 
最 优 控制 的 二 阶 变 分 问题 中 ， 它 和 线性 二 次 控制 问题 紧密 地 
联系 着 Da。 它 还 出 现在 与 协 方差 因 式 分 解 相对 偶 的 控制 问 
题 中 9, 最 后 在 网 络 综合 中 ,无 源 性 的 一 种 定义 也 会 引出 类 
似 的 问题 m。 

然而 ， 最 初 这 个 问题 是 作为 最 优 控制 的 二 阶 变 分 问题 来 
研究 的 。 在 飞行 轨道 优化 问题 中 , 要 想 从 所 考虑 的 极 小 弧 中 
排除 奇异 的 极 值 曲线 ,就 需要 有 比 经 典 的 Legendre-Clebsch 条 
件 更 强 的 必要 条 件 。 有 关 这 个 问题 的 详细 的 历史 材料 可 见 综 
述 性 文献 [8,9,10], 以 及 其 中 的 参考 资料 .在 这 些 研究 工作 中 
提出 了 广义 的 Legendre-Clebsch 条 件 ， 对 于 完全 奇异 的 情形 ， 
它 可 以 写成 

ð 
Bu 


r1«2! 一 0 在 [xn, xz] 上 (14) 
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..60 4 (ag Y 
2 l z )2* 在 [wo 上 (L5) 


其 中 多 是 由 (1.1) 式 和 (1.27 式 确定 的 哈密 顿 函 数 , 也 就 是 
€ = x QG)x + 2x HG)u + (Fx + GG)w) 
(1.6) 
一 二 2x (1.7) 


其 中 1 是 协 状态 向 量 。 沙 (1.5) 式 是 等 式 情形 , 那么 , 可 以 把 
推导 (1.4) 和 (1.5) 式 的 过 程 继续 进行 下 去 ,以 便 给 出 进一步 的 
必要 条 件 。 通 常 ,这 些 必要 条 件 是 


e (BR y -0 
Ou d''N Bu 
1E [s t] 上 ,9 三 2p (1.8) 
—1y-8. a? (89£ Y 
¢ Da Sl Ou ) ca 
但 在 [65 4] 上 不 全 为 零 (1.9) 


这 里 2 (e£) 是 (2) 对 时 间 的 导数 中 , 显 含 控制 4 
的 某 个 分 量 的 ( 即 其 系数 不 为 零 的 ) 最 低 阶 者 ， 对 标量 v HE 
数 就 称 为 奇异 弧 的 阶 数 ;对 于 + 是 向 量 的 情形 ,需要 把 上 述 
定义 加 以 推广 。 


条 件 (1.8),(1.9) 最 早 是 由 Kelly 仅仅 对 于 标量 控制 的 情 


形 推导 出 来 的 ( 见 参考 文献 [12,13])， 对 于 这 种 情形 ,不 难 证 ， 


Bj. 当 & 是 奇数 时 ,(1.8) 式 是 自动 满足 的 。 最初 的 推导 利用 
了 构造 特殊 变 分 和 比较 同 阶 项 的 经 典 方法 中， 在 文献 [13] 和 
文献 [14] 中 ,介绍 了 推导 (1.9) 式 的 变换 技巧 , 这 就 是 这 里 所 - 
要 研究 的 ,关于 向 量 深 制 的 一 般 情 形 的 变换 、 

应 该 注意 ,从 标量 情形 过 渡 到 向 量 情 形 通常 是 很 困难 的 . 
为 了 说 明 为 什么 这 种 推广 并 非 显 然 , 可 以 考察 (1.5) 式 .在 标 
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量 情形 ,只 有 两 种 可 能 性 : 等 式 ( 可 以 导出 (1.8) 和 (1.9) 式 ) 或 
不 等 式 . 而 在 向 量 控制 的 情形 ,实质 上 可 以 出 现 三 种 可 能 性 ; 
《1.5) 式 等 式 成 立 ( 和 以 前 一 样 , 可 以 导出 (1.8) 式 和 (1.9) R, 
至 少 也 是 其 中 的 某 些 方程 )， 或 者 (1.5) 式 中 的 不 等 式 严格 地 
成 立 (如 同 标量 控制 的 情形 一 样 ), 或 者 (1.5) 式 中 的 不 等 式 不 
严格 地 成 立 , 即 (1.5) 式 左边 的 矩阵 是 奇异 的 , 但 不 为 零 。 为 
了 应 付 这 种 情况 ,就 要 对 (1.8) 式 和 (1.9) 式 作 某 种 修正 。 在 谱 
分 解 的 对 偶 问 题 中 ,虽然 向 量 问题 现在 已 经 解决 了 ,但 比 起 标 
量 情形 ， 它 所 花费 的 时 间 要 长 的 多 ; 这 个 事实 也 说 明 从 标量 
到 向 量 的 推广 并 非 易 事 。 尽管 如 此 , 已 经 得 到 了 有 关 向 量 控 
制 问题 的 一 些 结果 ; 广义 的 Legendre-Clebsch 条 件 的 一 般 形 
式 已 经 由 Robbins 和 Goh™ 推导 出 来 《正如 上 面 所 提 到 
的 ，(1.8) 式 和 (1.9) 式 已 经 不 能 充分 概括 所 有 各 种 可 能 性 ). 
Robbins 的 方法 实质 上 是 变 分 的 方法 , 而 Goh 在 处 理 方法 上 
用 的 是 关于 状态 和 控制 的 变换 ， 这 是 他 在 变 分 学 中 对 奇异 的 
Bolza 问题 所 作 研 究 工作 的 一 个 应 FO. BA, Kelley 和 
Goh 都 用 了 变换 的 方法 ， 但 在 变换 的 形式 上 却 有 很 大 的 差 
Bil, Kelley 的 变换 是 用 其 个 含有 比 原 来 维 数 更 低 的 状态 变 
量 的 性 能 指标 和 线性 系统 方程 去 代替 原来 的 性 能 指标 和 系统 
方程 ， 而 Goh 却 保持 了 状态 空间 的 维 数 , 而 且 除了 所 谓 的 广 
XL Legendre-Clebsch 条 件 外 还 提出 了 一 些 附加 的 约束 条 件 ,这 
些 附 加 的 约束 条 件 已 经 在 文献 [17] 中 详细 地 考察 过 了 , 

如 上 所 述 ,在 这 章 里 我 们 感 兴趣 的 是 在 (1.2) 式 的 条 件 下 ， 
(1.3) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 , 比 起 定理 II.3.1 和 定理 工 .3.2 中 
的 充分 条 件 和 必要 条 件 来 ， 这 些 条 件 的 适用 性 就 更 有 限 了 . 
这 种 局 限 性 就 是 由 于 要 求 具有 一 定 的 可 微 性 和 秩 的 不 变性 而 
引起 的 ; 这 些 条 件 的 优点 在 于 计算 具有 自由 的 (0), HH 
《1.1)，(1.2) 式 所 确定 的 最 优 性 能 指标 和 最 优 控制 时 是 相当 
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好 用 的 . 

这 些 条 件 在 以 下 几 个 方面 与 以 往 的 工作 是 一 致 的 .首先 ， 
它们 是 在 文献 [18] 中 所 发 表 的 条 件 的 推广 ,这 些 条 件 适 用 于 
-一 阶 奇异 的 标量 控制 问题 。 其次， 这 些 条 件 是 用 Kelley 变换 
的 向 量 形式 的 推广 而 得 到 的 (应 该 指出 , Kelley 变换 是 局 限于 
标量 控制 的 )。 第 三 ,为 了 得 到 这 些 条 件 所 要 求 的 各 个 步骤 在 
很 大 程度 上 是 Anderson 和 Moylan 在 文献 [5J] 和 文献 [7] 中 
关于 非 控制 问题 所 用 过 的 那些 算法 的 对 偶 ， 我 们 将 进一步 讨 
论 这 个 算法 ， 

构造 上 一 章 中 所 述 的 Riemann-Stielties ”不等式 中 的 和 矩阵 
卫 的 问题 是 协 方差 因 式 分 解 和 时 变 无 源 网 络 综合 问题 的 关 
键 。 近来 在 文献 [19] 中 提出 了 一 个 适合 于 定常 情形 的 算 
法 ,并 且 看 到 在 作 了 一 些 修改 之 后 ,这 种 算法 也 适用 于 时 变 的 
综合 问题 ,在 作 另 外 一 些 修改 之 后 , 它 又 适用 于 协 方差 因 式 
SS FRAG, BSC E, 文献 [5] 中 提出 了 在 附加 上 可 微 性 和 秩 
的 不 变性 的 假定 之 后 ,寻找 这 样 的 矩阵 了 的 算法 .在 这 里 ,我 
们 要 指出 : Anderson-Moylan 算法 正好 就 是 在 一 组 特定 的 坐标 
基 上 所 完成 的 向 量 情形 的 Kelley 变换 ,在 证 明 这 类 的 过 程 中 ， 
我 们 用 相当 直接 的 办 法 推导 了 广义 的 Legendre-Clebsch RF. 

在 rC) 自由 的 最 优 控制 问题 中 ， 独 立 于 Kelley 变换 ， 
Anderson-Moylan 算法 可 以 给 出 最 优 性 能 指标 。 把 它 与 Kelley 
变换 连 系 起 来 ,还 能 得 到 最 优 控制 。 

最 后 , 谈 谈 文献 [20 一 23] 中 的 工作 。 在 文献 [20] 中 ,奇异 
调节 器 问题 是 通过 求 得 用 s > 0 时 的 正则 化 问题 的 渐 近 解 来 
进行 研究 的 (参考 定理 I 世 .3.2 前 的 说 明 )。 所 用 的 方法 是 常 微 
分 方程 中 奇异 摄 动 理论 的 那些 方法 .文献 [21] 中 的 工作 部 分 
地 但 还 不 是 完整 地 谈 到 了 某 些 这 里 所 提 到 的 问题 ， 而 我 们 只 
是 在 完成 了 本 意 的 研究 之 后 才 知 道 该 文 。 参 考 文献 [22, 23] 
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包含 了 本 章 的 许多 内 容 . 

现在 ,我 们 概括 地 叙述 一 下 本 章 的 结构 ,第 二 节 涉 及 弄 控 
制 问题 一 种 标准 型 的 推演 ,在 这 过 程 中 ,控制 空间 维 数 可 能 会 
有 所 降低 。 第 三 节 是 研究 关于 标准 型 情形 的 非 负 性 问题 的 一 
般 的 Kelley 变换 ,推导 了 广义 的 Legendre-Clebsch 条 件 , 以 及 
关于 非 负 性 问题 解 的 存在 性 的 一 组 充分 必要 条 件 . 在 这 过 程 
中 ,状态 空间 的 维 数 会 有 所 减少 .在 第 四 节 里 ,把 第 二 节 和 第 
三 节 的 结果 用 于 线性 二 次 最 优 控 制 问题 。 利 用 一 系列 使 控制 
和 (或 ) 状 态 空间 的 维 数 不 断 减少 的 变换 ， 来 计算 出 极 小 化 的 
(或 下 确 界 的 ) 控制 及 其 对 应 的 最 优 指标 . 第 五 节 中 的 结果 
是 把 用 于 协 方差 因 式 分 解 的 对 偶 问题 中 的 算法 与 第 四 节 中 的 
算法 连 系 起 来 ;这 里 ,大 量 地 应 用 了 前 一 章 的 Riemann-Stieltjes 
不 等 式 ， 第 六 节 是 小 结 . 


3.2. 控制 空间 维 数 的 降低 和 标准 型 


本 节 主 要 是 说 明 怎 样 才能 排除 一 些 多 余 的 控制 ， 以 及 在 
除去 这 些 控制 之 后 , 怎样 设置 矩阵 和 G 的 标准 型 。 所 有 这 
些 都 是 借助 于 输入 和 状态 空间 的 坐标 基底 变换 来 完成 的 ; 除 
此 而 外 ， 还 需要 引用 可 微 性 和 秩 不 变性 的 假定 . 

首先 ,我 们 给 出 一 些 初步 而 简单 的 结果 . 

1. 在 满足 (1.2) 式 , 且 初 条 件 为 xC1) 的 条 件 下 ,指标 (1.1) 的 极 
小 化 问题 等 价 于 在 满足 (1.2) 式 且 初 条 件 为 x《zo) 的 条 件 下 ， 
用 ae) 一 U3(Q)«G), RO = U'CORG)UG), HG) 一 
HG)uG) 和 GG) 一 GUC) 代替 u), RGO), HG) 和 
CO) 以 后 ,指标 (1.1) 的 极 小 化 问题 , 其 中 U GERE — 
在 [tos t] 上 连续 的 非 奇异 和 矩阵。 ae 
闻 的 基底 进行 了 变换 。 
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2. 在 满足 (1.2) 式 , 且 初 条 件 为 *() 时 ,指标 (1.1) 的 极 小 化 间 
题 等 价 于 在 满足 (1.2) 式 , 且 初 条 件 为 U(z0) x(zo) 的 情形 下 ， 
HO = UO) FO = U(G)FG)U CQ) (U^, 
GH)=U 6G, HO =U EC， 00- 
[U“@)YO@U"G) MS = LU (T) SUC CTMRE x), 
F(t)-H@),G@),0@) Ms 以 后 ,指标 (1.1) 的 极 小 化 问题 ， 
其 中 UCO 是 任意 一 个 在 [ws t] EXEAT GR dE RARE, 
这 一 点 相当 于 对 状态 空间 的 基底 进行 了 变换 。 应 该 注意 ， 
在 论述 1 MELIOR 连续 就 足够 了 ,而 在 论述 2 中 要 有 更 强 
的 连续 可 微 性 条 件 。 这 时 具体 的 变换 过 程 如 下 : 
$91 
假定 1 ROE [r n] 上 有 着 不 变 的 秩 ”. 
在 这 个 假定 条 件 下 ， 利 用 Dolezl 定理 ( 见 附录 A). 在 
[tos 4 上 就 必定 存在 一 个 连续 的 非 奇 异 和 矩阵 U(z), 使 得 


RO A U(GRGUG = i o] (2.1) 


用 这 个 UCs) 来 对 控制 空间 的 基底 作 变 换 。 
步骤 2 

18 GA MAH LG, Gil, 其 中 Gi X» x r HOH, 

假定 2 GG) 有 着 不 变 的 秩 s m—r. d 一 一 
7， 则 进行 步 又 3。 否则 ,再 利用 Dolezal 定理 ,在 [1o, t] EEF 
在 一 个 连续 的 非 奇异 矩阵 VG), 使 得 GOVE = (EX) 
0 ], 其 中 GG) & 5 列 、 令 VG) = OVC), 其 中 单位 矩阵 
是 7 维 的 。 用 这 个 VG) 对 控制 空间 的 基 作 变换 。 然 后 ， 把 
R,G 和 态 写 成 如 下 的 分 块 形式 

1, 0 
Roe [ 0 M 
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GG) = [GiG) GG) 0, 1 
H(t) = [Hi(#) H(t) HiG)] 
A ule) = [8 G)uG)), Eh ae) Br + s HE, BE (1.1) 
式 和 (1.2) 式 , 可 以 得 到 
V Les tos uC-)] = °C) Sx) + N (9x + 22 flà 


n »p x Hyudt (2.2) 


x= Fx 二 Ĝû (2.3) 
其 中 
I, 0 
Rae VL] 
GQ) =G) GG) 
AG) = UG) H1 
现在 我 们 集中 研究 (2.2) 式 中 的 最 后 一 项 : 
引 理 II.2.1 对 于 所 有 的 uC), VEO, tos x(')] 是 非 负 
的 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 , 自 x《1) 一 0 出 发 并 在 (€ [zy 1] 
时 可 达 的 状态 EO, A EG)HQG) 一 0。 对 于 所 有 的 x, V* 
[x5] 为 有 限 的 必要 条 件 是 对 于 z€ Ls 11, 有 HG) = 0. 
证 明 Rit ns TELS] E Ae te fk x(n) 一 0 转移 到 
al) = EQ). dE Lr, 4) ER de = 0, Æ [rs t +e] 上 (其 中 
e > 0 是 一 个 小 量 ) 有 ws 一 "， 而 在 其 他 地 方 ws RES. 于 是 
VEO, 4; u(-)] 一 常数 十 2e8 GH G)v 十 的 高 阶 项 


BRE POHG) 一 0， 否 则 ,适当 选择 x， 就 可 以 得 到 与 


V[0，tosu《…)] 的 非 负 性 相 矛 盾 的 结果 。 考虑 到 从 某 个 x 出 
发 , 在 时 间 1, 所 有 状态 都 是 可 达 的 , 就 能 得 到 引 理 的 第 二 部 
分 , MA, Elis 1). E Ase) 一 0， 由 于 连续 性 , 在 [ayz] 上 
也 是 如 此 , 
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若 引 理 中 的 条 件 不 成 立 ， 那 么 ， 就 不 必 再 检验 非 负 性 条 
件 ， 或 者 有 有 限 下 确 界 的 条 件 了 . 若 引 理 中 的 条 件 成 立 ， 那 
么 ,在 检验 非 负 性 条 件 时 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 在 Ds t] 上 
Hye) = 0( 因 为 性 能 指标 仍 是 原来 的 )。 于 是 , u 的 分 量 w 可 
以 省 去 ,简单 地 把 看 成 4 ,就 得 到 了 一 个 与 原 有 问题 形式 相 
同 的 问题 ,但 它 的 控制 空间 的 维 数 较 低 。 很 清楚 ,在 线性 二 次 
控制 问题 里 , 这 一 步 相 当 于 扔 掉 了 那些 不 会 通过 《2.3) 式 而 影 
响 状 态 变量 , 且 不 直接 出 现在 (2.2) 式 里 的 那些 控制 . 
步骤 3 

利用 AA) 有 s Aj, BEREX * 这 一 点 ,根据 Dolezal 定 
X8 ASE GE XE— E [tots] 上 连续 的 非 奇异 和 矩阵 TG), 使 得 
TG) 一 [0 LY. & TG) = LOT(G. 为 了 对 状态 
空间 进行 基 的 变换 ，7T(z) 连续 还 是 不 够 的 , 而 Dolezal 定理 
保证 Tot) 有 着 与 矩阵 GO) 相同 的 可 微 阶 数 ; 因此 ,我 们 规 
定 : 

假定 3 GG) 具有 连续 可 微 的 元 素 。 

AA TO 作 状 态 空间 基 的 变换 。 

这 样 三 步 的 最 终结 果 是 

1, 0 Gu 0 7 
r=[) ME ce 1 | (2.4) 

其 中 Gy 是 > 列 的 ,这 样 作 是 依赖 于 假定 -1 一 3, 以 及 关于 非 负 
性 或 有 限 下 确 界 的 假定 。 注意 ， 决 定 该 问题 的 其 他 和 矩阵 并 
没有 什么 特殊 形式 。 还 应 注意 的 是 不 论 是 否 有 某 些 控制 被 消 
Ro CARER. ` 

若 R 和 CG 有 着 (2.4) 式 的 形式 , 我 们 就 称 这 种 控制 问题 具 
有 标准 型 。 TE, 状态 变量 x 很 自然 地 可 写成 分 块 的 形式 
Lad) ,其 中 + 是 : 维 的 ,而 控制 向 量 可 写成 [wi 的 ] ,其 中 二 
EE s ER, RAJE u 和 w, 相应 地 称 为 非 奇 异 控制 和 奇异 控 
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制 ;所 以 这 样 命名 ,因为 给 定 尺 的 形式 为 (2.4) 式 后 ,性 能 指标 
中 出 现 二 次 项 wm ;而 向 量 s RS Hu 项 以 线性 的 形式 
出 现在 其 中 。 而且 , 奇异 控制 的 各 个 分 量 均 独 立地 影响 状态 
x2《 从 (2.4) 式 中 可 以 清楚 地 看 到 这 一 点 ) 以 及 指标 泛 函 (1.1》 
EM 


3.3 Kelley 变换 的 向 量 形式 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 把 Kelley 变换 推广 到 向 量 的 情形 ， 
而 所 讨论 的 问题 就 是 上 节 中 推导 的 标准 型 的 问题 。 从 经 过 
变换 的 问题 出 发 , 导出 广义 的 Legendre-Clebsch 条 件 , 然后 论 
证 .把 Kelley 变换 用 到 我 们 的 问题 上 去 可 以 导出 它 有 解 的 
充分 必要 条 件 。 这 些 条 件 包括 由 形式 相同 , 但 状态 空间 维 数 
较 低 的 问题 的 解 的 存在 性 ,一 组 端点 约束 和 对 应 于 方程 (1.4) 
的 广义 的 Legendre-Clebsch 条 件 。 
本 节 将 基本 上 按照 文献 [14] 和 文献 [18] 那 样 来 进行 ， 但 
按 文献 [22, 23] 中 那样 将 之 推广 到 向 量 的 情形 。 假设 给 定 了 
指标 (1.1) 和 系统 (1.2), 其 中 R 和 6G 由 (2.4) 式 所 决定 , 我 们 感 
兴趣 的 是 竺 (1.2) 式 的 条 件 下 ， 寻 求 (1.3) 式 成 立 的 必要 条 件 . 
引进 标量 Wo: 
W, = x'Qx + 2x'Hu + u'Ru, W(t) =0, (3.1) 
把 问题 变 成 Mayer 形式 ， 这 时 方程 (1.2) 和 (3.1) 给 出 了 关于 
变量 Wo A r 的 一 组 (> 十 1) 个 微分 方程 回顾 R 和 G 的 标 
EN UR «As 的 分 块 形式 ,显然 ,(3.1) 式 中 只 包含 的 线 
性 项 , 而 不 包含 它 的 二 次 项 。 根据 (1.2) 和 (2.4) 的 分 块 形式 ， 
以 及 Fu 等 的 明显 意义 ,有 
di Fur + Fox, + Guu (3.2) 
加 一 Farı + Fux; Gas + m (3.3) 
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可 以 看 出 , 如 仅仅 是 通过 (3.3) 式 间接 地 影响 着 (3.2) 式 . E 
然 , 如 果 (3.1) 式 根本 不 含 的 项 ,那么 ,原来 的 问题 从 直观 上 
看 就 可 以 用 一 个 维 数 比 x 要 低 的 状态 变量 x 以 及 控制 变量 x 
和 ww 所 构成 的 问题 来 代替 ,因为 mm 实质 上 是 x 的 微分 . 
考虑 到 这 一 情况 ， 我 们 力图 寻找 一 个 变换 ， 新 的 变量 是 

20921 和 25 3X E zo 是 一 个 标量 ,而 z 一 [2i] 是 ” 维 向 量 = 
的 相应 的 分 块 形式 ,使 得 z。 和 s 的 动力 学 方程 与 4, 无关.( 这 
样 一 来 ,zo 起 着 性 能 指标 的 作用 ,而 z 起 着 状态 变量 的 作用 )。 
假设 我 们 让 

Zo = ho Wos x» x2) 

zi = ACW os 115 x) 

2, = hW os zis x2) (3.4) 
FIR hos h 和 如 关于 W。，x 和 的 一 阶 偏 导数 都 存在 ; 那 
4, 2 = 0,1, 2) 的 动力 学 方程 可 以 写成 

Oh; 


a= au, P + (SHY n + (2s ey á (5) 


xim (2h 5 amar. (35) ai à m | ^on 
为 第 i 列 的 矩阵 。 

对 于 i 一 0, 1 的 情形 ,用 (3.1) 式 , (3.2) 式 和 (3.3) 式 代入 
(3.5) 式 中 ,并 让 思 的 系数 等 于 零 , 就 可 以 得 到 加 和 各 Ga, E 
关 的 充分 必要 条 件 . 

Oho Oh, 
aw  QxiHn + O2xHa) + (2 Shy - 0 (3.6) 


E QxiHy 23H) + ( = ) - =0 (37) 


这 样 ， 我 们 就 要 去 寻找 满足 偏 微分 方程 (3.6) 和 (3.7) 的 函数 
AQUA. 处 理 这 类 问题 的 典型 办 法 是 特征 线 方法 WI， 其 过 程 
如 下 : 假设 变量 6 EAE, H fE h A h EHO 值 的 变 
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化 所 形成 的 表面 上 是 常数 ， 也 就 是 
hy 8i 


a ag 

于 是 ,从 (3.6) 式 和 (3.7) 式 可 以 看 到 ,倘若 

( 21 = 2x Hy + 2xHg 

\ 66 

Ox: 0 

00 

Bx, 一 了 

00 


则 这 些 方程 成 立 。 注 意 到 最 后 一 个 方程 式 ,让 6 = x BASE 
他 两 个 方程 就 成 为 
21 = 2x}Hy + 2x) Ha 
Bu 
Ox, 
若 Ha 是 对 称 的 , 则 上 述 方程 可 以 给 出 封闭 形式 的 解 
m= (3.8) 
W, = 2ciHyx + xiHaxi + co : (3.9) 
其 中 ce 和 c 是 任意 常数 。 按照 标准 的 方法 可 以 看 到 ， 利 用 
(3.8) 式 和 (3.9) 式 ,可 以 把 co 和 “ RRM nU xa HR, 而 
且 这 些 函数 就 构成 了 方程 (3.6) 和 (3.7) 的 一 组 相互 独立 的 解 。 
总 而 言 之 ,现在 我 们 得 到 了 一 组 所 要 的 变换 


一 0 


z = W, — 2x\Har, 一 Hnr (3.10) 
zo— xn (3.11) 
2 一 x (3.12) 


其 中 (3.10) 式 和 (3.11) 式 是 根据 (3.8) 式 和 (3.9) 式 得 来 的 ， 而 
z 可 任意 选取 。 这 个 变换 是 非 奇 异 的 , 因为 其 Jacobian 行列 
式 等 于 1。 
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应 该 注意 ， 仅 当 Ha 是 对 称 的 时 ， 才 有 封闭 形式 的 解 
(3.9). Æ Kelley 所 考虑 的 标量 控制 问题 里 , « 和 zx; 是 标量 ， 
因此 Ha 也 是 标量 ， 这 样 一 来 ,就 没有 什么 困难 了 . 但 是 ,一 
般 说 来 ， 对 于 (1.1) 式 中 的 Hs。 并 没有 什么 既定 的 对 称 条 件 . 
代替 (3.10) 式 ,我 们 考虑 变换 

zo = Wo — 2xiHyr; — x His, (3.13) 
这 里 Ha 是 Hz 的 对 称 部 分 , 在 以 后 和 的 讨论 和 附录 B H, 我 们 
要 证 明 非 负 性 条 件 (1.3) 将 迫使 Ha 是 对 称 的 (在 第 五 节 中 介 
绍 了 另 一 种 证 明 其 对 称 性 的 方法 )。 其 对 称 性 质 实 际 上 是 与 
对 应 于 (1.8) 式 的 4 = 1 时 的 广义 Legendre-Clebsch 条 件 相关 
"8. 

从 (3.11) 式 和 (3.12) 式 可 以 看 出 , zi 和 x 的 动力 学 特性 
Ans xm 的 动力 学 特性 是 一 样 的 ， Zo 的 动力 学 方程 可 以 直接 
计算 .利用 a zs Ala, x 的 等 价 性 ,我 们 可 以 得 到 

a = xiOxi 十 2x. Hx, T 2x hu, + Rin 
+ 2x; Rau, + uu, + x Hus (3.14) 


其 中 
9 = Qn — HFa 一 FA4Hy 
A, = Qu — Fully — HuFa — Hy — Fath 
fi a Hy jS HiGa 
R, = Qn 一 FuHa — HoF a 一 FaH& — HF n — Ah 
Ry = Hy — HiGu — H&Ga 


Hå E Hn 的 反对 称 部 分 (3.15) 
从 (3.14) 式 中 现在 可 以 清楚 看 到 ,除了 最 后 一 项 Hus 以 外 ， 
加 是 不 依赖 于 奇异 控制 w, B. 


至 此 ,我 们 仅仅 考虑 了 新 变量 的 动力 学 方程 ;现在 再 来 讨 
论 边界 条 件 。 我 们 要 求 变 换 (3.13) 在 闭 区 间 [t。>wy] 上 成 立 , 因 
此 在 tos t, 时 刻 相 应 地 有 
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m) = WoC te) 一 2xi(t.)Hir( te) xs) 
— x(t) Hi to) x) (3.16) 
zt) = Wol#?) 一 2xG)HaG)xG) 
— xGOH&G)x GG) 
注意 到 VLO, tos 4(-2] = z'GOSz(5) + Wot) — Wolo) 以 
Eo) = 0, aC) 一 0, 从 (3.14) 式 和 (3.16) 式 可 以 得 到 
V[O0,ts uC] = x'G)3x €) + 2xi(4 Has) x ss) 
+ SONHA) + f (xin + 2x, 
+ 2x Anu, + Rir, + 2x)iRg + uim}ar 
+ f xHámdt (3.17) 
在 附录 B 中 的 引 理 B.1 里 ,我 们 证 明了 VIO, 5» «(- 2189 
非 负 人 性 条 件 (1.3) 意 味 着 在 区 闻 [4, y) E Hd m 0, “YHA 
续 时 ,这 一 等 式 可 以 扩展 到 整个 闭 区 间 Lro t]. 
引进 以 下 符号 
ex a= (HH) = [eu] 


Ê = Fy G=[FuGal, A= (AA) (3.18) 


HA, (3.17) 式 就 可 以 写成 
V[u(*)] 一 [254 + 28'(S 十 Hi) 十 前 (Sn 
+ Hn) Au, 十 jn (es + 22Dà + d Raya: 
(3.19) 
而 (3.2) 式 就 成 为 
à= fe+ Gh (3.20) 
现在 ， 我 们 想 用 一 个 新 问题 来 代替 原来 在 给 定 了 指标 
《1.1) 和 系统 (1.2), 以 及 C) = 0 的 情况 下 , 寻求 (1.3) 式 成 
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some 


立 的 充分 且 必要 条 件 的 问题 ,此 新 问题 与 原 问题 的 结构 相同 ， 
只 是 各 个 量 都 加 上 了 冒号 .重要 的 一 点 是 应 秋 清 楚 我 们 为 什 
么 要 这 样 做 。 显 然 , 状态 变量 的 维 数 要 比 x 的 维 数 低 ， 因 
此 反复 地 进行 简化 到 标准 型 《同时 也 可 能 降低 控制 空间 的 维 
数 ), 然 后 再 用 Kelley 变换 降低 状态 空间 的 维 数 这 样 的 循环 ， 
就 必然 会 终止 于 以 下 三 种 可 能 性 之 一 : ”控制 变量 的 维 数 为 
零 , 或 者 状态 变量 的 维 数 为 零 , 或 者 是 一 个 非 奇异 问题 。 对 于 
这 三 种 情况 中 的 任意 一 种 来 说 ,都 能 得 到 (1.3) 式 成 立 的 必要 
且 充 分 条 件 ， 

现在 再 回来 考察 有 冒号 的 代 换 问题 ， 由 于 要 求 它 与 原 问 
题 具有 相同 的 结构 , 特别 要 求 妈 是 分 段 连续 的 控制 ,因此 由 
《3.3) 式 作出 的 u 在 mo 也 就 是 ”> 不 连续 的 地 方 , 可 能 含有 8 
函数 ,这样 一 来 ， 假 如 要 所 得 到 的 性 能 指标 是 一 样 的 话 ， 原 
始 问题 的 容许 控制 函数 的 集合 口 就 应 扩展 到 包括 5 函数 的 情 
JE. 然而 ,这 并 没有 什么 问题 ;因为 ? 函数 可 以 当 作 是 连续 函 
数 的 极限 情形 ,因而 ,原来 的 非 负 性 要 求 (1.3) 等 价 于 

VLO, wu《(*)] 20 对 每 个 x()eEI (3.21) 

其 中 U' 是 容许 控制 uC 的 适当 扩展 的 集合 . 

从 (3.19) 式 中 可 以 清楚 地 看 到 , 非 负 性 要 求 (3.21) 式 意味 
着 (3.19) 式 的 终端 项 对 于 每 个 4 WARRT ATR. H 
充分 必要 条 件 是 

Ci) Sa Hu) 20 (322) 

Gi) N[S» + HaC) IENE Sa + H(t))] (3.23) 
其 中 N 表 示 零 空间 。 利 用 配 平方 的 论证 方法 ，(3.19) 式 中 的 
终端 项 可 以 写成 

[4 + ($5 十 H2)*(S2 + Hi) 2l ($2 十 Ha)L 4, 

+ (Sn + Ha)? (Su + Ha) ier, 
TS. 一 (Sa sb Hy) (Sy + Ha) "(Su 
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+ HY Mb (3.24) 
这 里 间 号 表示 伪 逆 。 利 用 以 下 符号 
$= Sy — [Sa + Halt) Sa + Hn) l*LSu + Ha 
R= — [Sa + Hy) ES + HaT 
(3.19) 式 就 变 成 
vio, ts 4(*)] = [å — R8 CSa Ha) — Ke] |r, 


+ stl + (are + 22 + i Rà)de (3.25) 
t fo 


ET 4 EDREIRA (ty) 出 现在 (3.25) 式 的 终端 
项 之 中 , 它 不 会 影响 (3.25) 式 的 积分 值 , 所 以 (3.25) 式 的 极 小 
化 问题 可 以 分 为 两 个 问题 分 别 地 进行 , 即 具有 色 (#y) 的 终端 项 
的 极 小 化 问题 和 剩 下 的 积分 加 终端 项 的 极 小 化 问题 。 现在 ， 
我 们 给 出 以 下 定理 来 总 结 至 此 所 得 到 的 结果 。 

定理 HI.3.1 假设 F,G, 8 和 RR 是 连续 的 , 是 连续 可 
WAY xC) = 0, 且 问 题 (1.1) 式 至 (1.3) 式 具有 标准 型 ， 其 
Uo 2,4, 5,0, 0, B, R, S 如 以 前 所 定义 , 令 

VEO, 75, 47:2] = PCAS) + M {28 
+ 22'Aa + a’Rajae (3.26) 
则 在 (1.2) KORA T, 2G) = 0， 对 于 每 个 <e U 有 V[0， 
to «(01 2 0, 当 且 仅 当 

(a) 在 (3.20) 式 的 条 件 下 , 且 t) 一 0 时 ， 对 于 每 个 
&€ UH VLO, 4, 4(-)] > 0 or. 

(b) 对 于 每 个 1€ [my 1], Hal) 是 对 称 的 。 

(c) Sut Hy) 20 

(d) N[Sa + Ha) JE NES + Has) 1 

评注 3.1 1. 从 上 一 节 中 可 知 ,为 了 把 给 定 的 问题 化 为 标 
准 型 , 就 需要 对 由 系数 矩阵 F, G 等 所 组 成 的 矩阵 的 秩 , 及 其 
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可 微 性 作 某 些 假定 。 

2. 这 个 定理 不 依赖 于 任何 诸如 (71.3.5). 式 那样 的 可 控 性 
假定 。 但 是 ， 像 第 二 节 中 那样 由 非 标准 型 化 为 标准 型 时 ， 
(1.3.5) 式 能 保持 可 控 性 ， 从 而 排除 G 和 互 在 标准 型 中 恒 等 
FRA ARE. 

3. 在 满足 (3.20) SX, A (8) = 0 的 条 件 下 ,对 于 每 个 
&€ U, VEO, tos 4(-)] 2 0 的 必要 条 件 是 在 [ny 上 RO) > 
0, 即 经 典 的 Legendre-Clebsch RHE. 对 于 原始 的 问题 (没有 冒 
号 的 ) 来 说 , 它 就 变 为 相应 于 (1.5) 的 广义 Legendre-Clebsch 条 
t. 

定理 3.1 告诉 我 们 ,原来 的 奇异 问题 (1.3) 等 价 于 一 个 同 
样 形式 但 可 能 是 非 奇异 的 问题 , 它 具 有 较 低 维 的 状态 变量 ( 定 
理 3.1 的 条 件 (a)), 并 带 有 附加 的 条 件 (定理 3.1 的 条 件 (b)， 
《和 (d)). 若 在 区 间 [to y] 上 RAH, AKA AHE 
和 秩 的 假定 都 成 立 ,那么 重复 进行 化 为 标准 型 的 变换 (可 能 同 
时 消除 某 些 控制 ), 以 及 应 用 定理 3.1 的 过 程 就 可 能 得 到 更 低 
维 的 问题 和 更 多 的 附加 条 件 。 由 于 每 次 应 用 定理 3.1， 状 态 
变量 的 维 数 都 在 降低 ,因此 这 个 过 程 必 然 会 终止 于 几 种 情形 ， 
或 者 状态 变量 的 维 数 减少 至 零 , 或 者 问题 变 成 非 奇 异 的 ,或 者 
在 标准 型 中 G 和 瓦 变 为 零 .但 是 ,如 可 控 性 条 件 (IL3.5) 成 立 ， 
第 三 种 可 能 性 就 不 会 发 生 ( 见 评注 3.1.2)， ， 

对 于 状态 变量 的 维 数 减少 至 零 的 情形 ， 其 充分 必要 条 件 
是 显然 的 ;对 于 得 到 的 是 非 奇异 问题 的 情况 ,其 充分 必要 条 件 
可 以 由 经 典 的 Jacobi 共 轿 点 条 件 以 在 区 间 (to. ty] 上 Ricati 
方程 没有 逃逸 时 间 的 形式 给 出 ( 见 推论 工 .3.2)、 最 后 ,对 于 标 
准 型 中 G 和 五 为 零 的 情形 ， 其 必要 充分 条 件 是 在 [1, wy] 上 
RCO) 为 非 负 的 . 

在 第 四 节 中 ,定理 3.1 推 广 到 没有 端点 约束 的 一 般 线性 二 
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次 控制 问题 。 在 那里 还 讨论 了 最 优 控制 和 祖 应 的 最 优 指标 的 
计算 问题 。 


34 ”最 优 控制 和 最 优 性 能 指标 的 计算 


在 本 节 中 ,我 们 将 要 研究 一 般 的 线性 二 次 控制 问题 , 它 可 
URRY: 

在 满足 (1.2), 且 初始 值 x(to) 一 xo 不 一 定 为 零 的 条 件 

下 ,寻求 (1.1) 具 有 不 依赖 于 *《 U 的 下界 的 充分 必 

要 条 件 。 而 且 当 下 界 存在 时 , 给 出 极 小 化 (最 优 ) 的 

控制 以 及 相应 的 极 小 (最 优 ) 指 标 . (4.1) 
这 里 , 我 们 用 推广 了 的 上 一 节 的 结果 来 解决 这 个 问题 。 在 第 
五 节 中 ， 我 们 还 要 用 前 一 章 的 定理 11.3.3 和 Anderson-Moylan 
算法 来 导出 最 优 控制 和 最 优 指标 。 

就 像 第 二 节 中 那样 , 假设 (1.1) 和 (1.2) 是 标准 型 , 并 且 关 
于 各 阶 导 数 的 假定 成 立 ， 而 状态 变量 和 性 能 指标 的 变换 由 方 
程 (3.10) 一 (3.12) 所 决定 。 由 于 10o) 一 r 是 任意 确定 的 ， 
E V [os tos wx(.)] 的 计算 公式 (3.17) 里 就 应 附加 上 固定 的 项 
(此 项 以 前 是 零 ) 

—2x(10) H(t0)x2#0) — CHCE e) (4.2) 

若 在 (1.2) 式 的 条 件 下 , (1.1) 式 的 下 确 界 对 于 所 有 的 Co) 都 
是 有 限 的 , 那么 , 就 意味 着 V*[0, 5] 一 0， 以 及 对 于 所 有 的 
+), V[O, zs 4()1 2 0. 就 如 上 节 中 所 论述 的 ,可 以 得 到 
Halt] 在 [ros t) 上 是 对 称 的 . 

像 前 一 节 那 样 继续 进行 探讨 ， 可 以 得 到 定理 3.1 的 以 下 
mr. 
CHUL 用 定理 3.1 的 同样 的 符号 和 假定 ， 但 允许 
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x(to) 是 自由 的 (这 里 再 次 说 明 ,不 要 求 可 控 福 ), 我 们 就 有 

在 (1.2) 的 条 件 下 ,对 于 每 个 确定 的 x10), V Eos 59-21 
有 不 依赖 于 * € U 的 下 界 , 当 且 仅 当 

Ca) 在 《3.20) 的 条 件 下 ， 对 于 每 个 固定 的 tos P Los tos 
a+) 有 不 依赖 于 à€ U 的 下 界 . 

(b) 对 于 每 个 +€ lo tls Hale) 是 对 称 的 。 

Cc) Sn + Har) > 0. 

(d) NISz + H3Gj))] CN[So + Hi). 
再 次 把 第 三 节 的 讨论 推广 过 来 ,我 们 进行 这 样 一 系列 的 变换 ， 
结合 把 系数 矩阵 变 成 标准 型 来 应 用 定理 4.1, 直 到 我 们 或 者 得 
到 一 个 状态 变量 的 维 数 为 零 的 问题 ， 或 者 得 到 一 个 非 奇 异 问 
题 ,或 者 G 和 矿 为 零 为 止 。 对 于 前 两 种 可 能 性 ，(4.1) 的 充分 
必要 条 件 是 已 知 的 。 对 于 可 以 利用 可 控 性 条 件 (IL.3.57 而 加 
以 排除 的 后 一 种 可 能 性 。 充分 必要 条 件 是 在 [oy] 上 有 
R(z) 之 0， 于 是 其 极 小 值 是 
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现在 ,为 了 计算 极 小 化 控制 和 相应 的 极 小 指标 ,我 们 从 非 
奇异 问题 ,状态 变量 的 维 数 为 零 ,或 者 输入 的 维 数 为 零 的 问题 
反 回 来 研究 每 个 阶段 上 的 极 小 化 。 为 了 说 明 问 题 , 首先 假定 
在 一 次 变换 之 后 ， 问 题 变 为 非 奇 异 的 ， 也 就 是 在 o r] 上 ， 
RG)20. FE, V*l4o, to] 是 有 限 的 充分 必要 条 件 是 
Riccati 方程 

—Ê = PA+FP+O— (PO+AR PG + AY 

Pla) =s , 

(4.3) 
ERKE [t n] LIAREN, Hh P ERAEN ERA 
对 称 方 阵 ， 从 典型 的 线性 调节 器 理论 中 可 以 知道 ， 在 满足 
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(3.19) X, H 2) = 各 不 一 定 为 零 的 条 件 下 。 对 指标 为 
Plast, u(*)] 的 最 优 控制 是 
a*(e) = EWA 其 中 rE [5,4] (4.4) 
其 中 了 一 一 RUC + A), 相应 地 极 小 指标 是 
PA, tos @*(+)] = $10) P40) 2(t0) (4.5) 
但 是 我 们 还 需要 对 出 现在 了 [xm, to x(.)] 的 表达 式 中 ， 但 不 
出 现在 Plt 6. 2021. 的 表达 式 中 的 终端 项 单独 进行 极 小 
化 ;当知 一 0 时 , 这 个 终端 项 已 在 (3.25) 式 中 给 出 , 但 显然 它 
不 依赖 于 xs 值 而 取 同 样 的 形式 .分 别 进行 极 小 化 , 就 能 给 出 
在 t= 时 控制 名 的 最 优 值 
ât Ce) = R26) (4.6) 
并 相应 地 给 出 终端 项 为 零 时 的 极 小 指标 (参考 (325). 而 
f C) 的 最 优 值 看 来 是 不 确定 的 ,最 方便 的 办 法 是 由 (4.4) 来 
决定 .现在 ,考虑 在 ,点 的 最 优 控制 ,可 以 看 到 , AC) 应 取 为 
x). FIRE, 好 (zo) 也 是 任意 的 , 最 方便 的 办 法 仍 是 由 《4.4) 
式 来 决定 . 
现在 ,把 对 带 冒 号 的 那些 量 分 别 进行 最 优化 所 得 到 的 最 
优 控制 和 最 优 指标 组 合 起 来 就 得 到 问题 (4.1) 的 最 优 控制 和 
最 优 指标 根据 (4.5) 式 和 (4.2) 式 ,可 以 写 出 V [xo» £o» «(-)] 


的 最 优 值 为 
PEG P(t)  —HauG)] [n2 
PRG A ene 一 Ba(to) [eo 
这 时 由 (4.4) 式 和 (4.6) 式 所 构成 的 最 优 控制 是 
a*l = EG)G6) 其 中 ze Cos rl 
t) = xi) (4.8) 
at) = R30) 
AF (to) Wut Ce) 如 上 所 述 。 
然而 ,问题 (4.1) 的 最 优 控 制 的 计算 是 利用 (3.3) 式 ， 由 
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at, ot Ml ut RR oT 而 完成 的 〈 那 三 个 量 就 是 具有 冒号 的 
1*, af A at); 控制 u* 的 愉 部 分 已 经 被 好 所 确定 ,在 区 间 
Uns 1] 的 初始 时 刻 和 终端 时 刻 处 , 最 优 控 制 u* 可 能 出 现 5 
函数 的 原因 现在 就 清楚 了 , 因为 根据 (4.8) 式 ,在 D» y] 的 端 
点 处 ， 最 优 控 制 总 可 能 产生 突 跳 。 为 了 防止 在 区 间 Co t) 
WER 5 函数 的 可 能 性 ， 我 们 要 求 由 Ê, R 和 6 所 构成 的 
LG) 在 整个 区 间 上 是 连续 可 微 的 .最 后 , 好 (xo) W AF, 的 
任意 性 将 导致 最 优 控 制 的 选择 不 是 唯一 的 ， 也 就 是 在 如 和 
点 处 5 函数 的 形式 是 不 唯一 的 . 

以 上 讨论 了 经 过 变换 后 的 问题 是 非 奇 异 的 情形 时 所 用 的 
方法 .现在 , 假定 变换 后 的 问题 中 状态 变量 的 维 数 为 零 。 于 


是 lto tor w(-)) 正好 就 是 | a Redes 它 有 下 界 的 充分 必 


要 条 件 是 在 [0 5] ER 20. 对 于 外 二 0 的 情形 ， 最 优 控 
制 是 8*6) = 0 (显然 , 它 是 唯一 的 ). 然 而 ,对 于 在 Ds y) 上 
秩 为 8 的 及， 显然 把 它 变 到 标准 型 的 变换 ， 仅 使 过 的 前 S 个 
分 量 为 零 , AOR RAEN. 按 经 过 变换 变 为 非 奇 
异 的 情形 所 用 过 的 办 法 ,可 以 算出 最 优 控制 和 最 优 指标 ， 

最 后 ， 对 于 标准 型 中 G 和 已 为 零 的 情形 ， 其 极 小 值 前 面 
已 经 讲 过 了 .相应 的 最 优 控制 就 像 前 面 几 疏 中 所 介绍 的 那样 
计算 . 

上 面 所 讨论 过 的 三 种 情形 中 的 任意 一 种 都 可 以 作为 计算 
最 优 控制 和 指标 的 问题 的 反 推 过 程 中 的 第 一 步 ， 这 里 可 能 需 
要 经 过 不 止 一 次 的 变换 才能 把 问题 变 成 非 奇异 的 ， 或 状态 变 
量 的 维 数 为 零 , 或 输入 的 维 数 为 零 的 情形 。 从 而 为 了 完成 这 
一 讨论 ， 我 们 须要 简要 地 看 看 如 定理 4.1 所 给 出 的 那样 由 状 
态 变量 维 数 较 低 ( 但 不 是 零 ) 的 奇异 问题 的 最 优 最 来 计算 奇异 
问题 的 最 优 控制 和 最 优 指标 的 过 程 。 假 设 低 维 的 问题 的 最 优 
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控制 是 已 知 的 而且 在 (6.5) 上 它 是 连续 可 微 的 ,在 端点 上 
可 能 有 5 函数 和 8 函数 的 导数 。 此 外 它 还 可 能 由 于 所 讨论 的 
极 小 化 程序 而 在 端点 处 出 现 突 跳 、 注 意 (3.3) 式 , 可 以 看 到 ， 
高 维 问题 的 最 优 控制 将 包含 低 维 问题 最 优 控制 中 的 突 跳 和 5 
函数 的 导数 。 最 优 指 标的 计算 是 按 《4.7) 的 途径 进行 的 ， 其 
中 定义 二 次 性 能 指标 的 矩阵 分 块 是 由 端点 条 件 所 唯一 确定 
的 . 
最 优 控 制 不 一 定 唯一 ,虽然 它 的 某 些 分 量 可 以 是 唯一 的 ， 
例如 由 非 奇异 问题 所 给 出 的 控制 及 其 端点 的 最 优 值 .造成 不 
唯一 的 原因 是 多 种 多 样 的 ,主要 是 :在 把 问题 变 成 标准 型 时 ， 
控制 变量 维 数 的 减少 ,终止 于 零 维 状 态 变量 的 奇异 问题 ,以 及 
不 出 现在 指标 中 的 某 些 端点 控制 ， 还 要 注意 , 就 如 最 优 指标 
(4.7) 中 所 表明 的 ,性 能 指标 的 一 部 分 是 由 HG) 的 各 部 分 所 
唯一 决定 的 ， 而 其 余部 分 由 Riccati 方程 (4.3) 所 唯一 决定 . 
下 一 节 将 比 前 面 更 自然 地 导出 这 些 结果 . 
最 后 ,在 有 关 奇 异 控制 问题 的 绝 大 多 数 讨论 中 ,都 提出 奇 
异 带 的 定义 问题 , 它 是 当 控 制 为 最 优 时 ,状态 向 量 所 在 的 子 空 
间 。 在 我 们 进行 的 推导 中 《与 文献 [19] 相 反 ), 奇异 带 是 与 由 
最 终 的 问题 的 状态 变量 来 描述 的 原来 状态 空间 的 子 空间 紧密 
相连 的 ， 不 论 这 个 最 终 的 问题 是 非 零 维 状态 变量 的 非 奇异 问 
题 ,或 是 零 维 状态 变量 问题 。 在 前 一 种 情形 里 , 按 描述 原来 状 
态 空间 的 坐标 而 定义 的 奇异 带 是 非常 复杂 的 ， 因 为 必须 反 着 
次 序 使 用 达到 最 终 的 问题 所 用 过 的 各 种 变换 ， 而 后 一 种 情形 
是 简单 的 ; 奇异 带 正 好 就 是 原来 状态 空间 的 唯一 的 零 维 子 空 
间 , 即 原点 。 要 盖 明 在 最 优 控制 的 端点 处 产生 5 函数 及 其 导 
数 也 是 不 难 的 。 它 们 容许 在 初始 时 间 把 初始 状态 瞬时 地 变 
到 奇异 带 上 去 ,并 在 终端 时 间 4y 跳 离奇 异 带 。 
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35 利用 Riemann-Stieltjes 不 等 式 求解 


在 第 四 节 介 绍 的 线性 二 次 控制 问题 的 求解 方法 中 ， 状 态 
空间 维 数 的 降低 和 最 优 控制 的 计算 都 是 用 直接 的 方式 来 进行 
的 ， 而 用 计算 最 优 指标 完成 这 一 问题 的 解 . 这 里 , 我们 用 
Anderson-Moylan 算法 结合 定理 11.3.3. 来 给 出 第 四 节 的 结果 
的 另 一 种 推导 . 在 这 方法 中 为 了 计算 矩阵 的 积分 不 等 式 的 矩 
HR, 对 一 个 与 了 有 关 的 矩阵 度量 作 了 处 理 。 与 第 四 节 中 的 
方法 不 同 ， 这 里 状态 的 变换 和 最 优 控制 不 是 主要 算法 的 一 部 
2. 

回顾 定理 11.3.3, 它 把 线性 二 次 问题 (4.1) MAA Riem 
ann-Stieltjes 不 等 式 的 充分 必要 条 件 连 系 在 一 起 。 通常 可 能 有 
许多 满足 Riemann-Stieltjes 不 等 式 的 矩阵 PC), 但是， 如 我 
们 在 定理 5.1 中 已 证 明 的 ， 存 在 一 个 最 大 的 和 矩阵 解 ， 它 确 
定 了 对 应 控制 问题 的 性 能 指标 . 

为 了 方便 起 见 , 我 们 重新 把 Riemann-Stieles 不 等 式 写 在 
这 里 , 即 对 于 所 有 连续 的 vC)» 所 有 分 段 连续 的 uC) 以 及 对 


于 所 有 的 [4, 6) C [tos tlo 有 
f vu dP + (PF + F'P + Q)dt (PG + as "| 
^ (PG + HY'di Rat “ 
20 (5.1) 
此 外 ,还 必须 满足 端点 条 件 
PC) SS (5.2) 


和 前 面 一 样 ,假设 G 和 RR 是 标准 型 ,矩阵 和 向 量 仍 具 有 对 
应 的 分 块 形式 。 代 入 (5.1) 式 中 ,定义 W= [vi wi u], 可 以 
得 到 
。79 。 


i P 
| 'W'YW +2 | vi(Pua 十 Hi)udt 
A 4 


eO wpa + Haudi > 0 63) 

这 里 4Y 的 定义 是 明显 的 ,由 此 可 以 断定 
Put) + Hult) = 0 E Co t) E . 64) 
P(t) c Hn) =0 在 (my t) E G5) 


为 了 证 明 6.5) 式 成 立 ， 假 设 存在 一 个 区 间 [i 6 1C 
[tos £j]; 以 及 vC) 和 ou, 使 得 


[rita Hout (5.6) 


AEE. 那么 ,在 [4.4] 上 选取 nO 三 9， 因而 不 等 式 
(5.3) 的 中 间 项 对 于 所 有 的 aC) REZ. 由 于 (5.3) 式 的 第 
一 项 不 受 aC) 的 影响 ,因此 ,很 清楚 ,对 于 aC) 的 某 个 适 
当 标 度 ， 我 们 可 以 得 到 与 等 式 5.3) 相 矛 盾 的 情形 。 这 样 一 
来 ,对 于 任意 的 [as ICi 51» ARH FERRER nC) 
和 任意 分 段 连续 的 C). 6.6) 式 都 必须 是 零 。 然 而 , PaO) 
具有 有 界 的 变 差 , 所 以 , 除了 在 区 间 Dto» 11 内 的 可 数 个 点 以 
外 , 它 都 是 连续 的 。 根据 Hn) 的 连续 性 , 我 们 可 以 断定 在 
区 间 Co ty) 内 Pale) 的 所 有 连续 的 点 上 ，(5.5) 式 都 是 成 立 
fg. 

我 们 还 可 以 用 以 下 方法 把 (5.5) 式 的 正确 性 推广 到 整个 
K Corn 上 去 。 假设 n Æ PC) 的 一 个 间断 点 。 因为 
PCO) 是 单调 的 ,所 以 在 清点 有 左 极限 和 右 极限 ; 如 第 二 章 所 
述 CB SIRE IL 3.5), PC) 的 突 跳 必 定 是 非 负 的 矩阵 . 所 
以 , PC) 的 突 跳 也 一 定 是 非 负 的 ， 也 就 是 lim Pao) < im 


P(t), 但 是 ， 这 两 个 极限 必 须 都 是 Ha, 因为 HaC ) 是 连 
续 的 ,而 且 Pa 和 Hz 几乎 处 处 相等 。 因 此 ， Palt) = Hun)» 
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Py 没有 突 跳 。 这 就 证 明了 (5.5) 式 的 正确 性 。 同样 的 办 法 可 
以 证 明 (5.4) 式 也 必须 成 立 . 
SE, 对 于 任何 满足 (5.1) 式 的 P, 我 们 已 经 唯一 地 找 出 
Pu 和 Pw 两 个 分 块 ,如 果 有 什么 不 唯一 的 情形 , 那 只 能 发 生 在 
Pakk. mE, PE Co ty) 上 是 对 称 的 ,由 (5.5) 式 , 这 说 明 
Ha 的 对 称 性 是 最 优 控制 问题 可 解 的 必要 条 件 . 
我 们 还 可 以 证 明 : 在 PG) 一 P*G) 的 情况 下 , 《5.4) X 
和 (5.5) 式 还 可 以 推广 到 如 点 上 去 ， 这 里 P*(z) 如 前 所 定义 。 
Riemann-Stieltjes 积分 不 等 式 也 说 明 ( 看 引 理 11.3.5) 满足 不 等 
式 的 任何 PCO 的 所 有 突 跳 必 须 是 非 负 的 ,也 就 是 
P(t_) < P(t) < PC), 
因而 
Ai) HAD > co Pa) 
—Hi(t) —Hnlt) T Pio) PaCto) 
显然 , 取 Pato) = —H Cto), Palto) = 一 H(z0)， 并 不 破坏 
Riemann-Stieltjes RIER, MER P*O), E P*(zo) 
是 最 大 解 的 性 质 ,就 有 
PS(1t0) = —Hu(to), P¥(t0) = —Hn(t). 
对 右 端 点 n 的 讨论 导出 
PAC) P&G) Pa) Palri) 
im P GS > fee Pat) 
PCy) 2] s [ Pury) aged 
ae Pt) Pa-) —Hu(t) —Hat) 
所 以 N[Sa + H4(4291& NIS; + Hu(5)]. B. Sa + Halt) 2 
0. 
此 外 , 回 到 (5.3) 式 和 4Y 的 定义 ,有 
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dYu dy aYi3 
dY 一 las dYn dYs | (5.7) 
dYs dYa I 
其 中 
dYs = dPu + (Qu + PuFu 十 FiPu + PuFa + FP')dt 
dY = dP, + (On + PuFy + PoFo + FiPs++ FuPuddt 
dY3 = dPn + (On + PaFy + FP + PuFi- FiPydt 
dY = (PuGu + PuGa + Hy)d! 
dYn = (PuGu + P2Gn + H4)dt (5.8) 
假设 日 是 可 微 的 ,将 上 述 结果 与 定义 (3.18) 组 合 起 来 ,可 
以 得 到 
dY = [ 


其 中 p= Py, 

注意 到 (5.9) 式 的 Riemann-Stieltjes 积分 和 原来 (5.1) 式 的 
积分 形式 相同 ,因此 , 我 们 试图 得 到 对 应 于 (5.9) 式 的 极 小 化 
间 题 ( 它 与 问题 (4.1) 形式 相同 )。 但 是 很 清楚 ,在 第 三 , 四 节 
已 有 的 研究 基础 上 ,利用 变换 (3.10) 式 一 (3.12) 式 , 按 (3.18) 
REL £812, Ti S 如 第 三 节 中 所 定义 , BA, 极 小 化 问题 正 
好 就 是 定理 4.1 中 部 分 (a) 所 描述 的 ， 

由 以 上 讨论 可 以 导出 : 

定理 II.5.1 在 和 定理 3.1 相同 的 一 些 假定 下 ， 存 在 一 
个 在 [rot] 上 有 有 界 变 差 的 >” X n 阶 对 称 矩 阵 P(z)， 使 得 
对 于 任意 的 [55 5 1C D» 如 ，(5.1) 和 G2) 式 成 立 ， 当 且 
仅 当 存在 一 个 维 数 适 当 的 对 称 和 矩阵 PO), CE lo wy] 上 有 
有 界 变 差 , 目 使 得 ; 

(a) PG) <S. (5.10) 

(b) 对 于 所 有 连续 的 0(-) 和 所 有 分 段 连续 的 AC) 
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dP + (Bf + PP + Ô)dt e + A 


(PÂ + Éyar Ke 9) 


f [e 41 [s + (PF + PP + O)di (PE + al 
(PÊ + Ad Rat a 
20 : (5.11) 
(c) 在 [t tj] 上 HG). 是 对 称 的 。 
(à) Su + Ha) > 0. 
Ce) NIS + Hn(t))] S NIS + Hj). 
和 以 前 几 节 中 的 情形 -- 样 ， 可 能 需要 多 次 应 用 定理 5.1 
和 化 为 标准 型 的 变换 ,最 终 得 到 的 或 者 是 零 维 的 PF, 这 时 , 原 
来 的 P 可 由 一 系列 如 同 (5.4) 式 和 (5.5) 式 的 那些 等 式 完全 且 
唯一 地 决定 ; 或 者 将 得 到 具有 某 个 正 维 数 的 P, mijeh Ê 
是 非 奇异 的 问题 ,或 者 在 从 非 标准 型 变换 到 标准 型 时 , GAH 
变 为 零 ， 对 于 第 二 种 情形 ,就 如 我 们 所 知道 的 那样 ，(5.10) 式 
和 (5.11) 式 有 解 P, HAMA Riccati 方程 (4.3) 在 D» y] 上 
没有 逃逸 时 间 。 而且 Riccati 方程 的 唯一 解 P 就 是 (5.10) 式 
和 (5.11) 式 的 许多 可 能 解 中 最 大 的 一 个 〈 见 定理 II.5.1)， 最 
后 ,由 Riccati 方程 所 算出 来 的 P 可 通过 标准 的 二 次 型 与 最 
优 指标 相连 系 。 再 返回 到 原来 的 控制 问题 ,这样 得 到 的 (5.1) 
式 的 解 就 确定 了 问题 (4.1) 关 于 每 个 x(10) 的 最 优 指标 . 
对 于 第 三 种 情形 , 当 G 和 五 为 零 时 ,我 们 早已 说 过 P 
是 什么 样 的 ， 同样 , 可 以 返回 到 原来 的 控制 问题 而 求 出 解 P. 


n 


36 结束 语 


在 这 一 章 中 ,我 们 给 出 了 一 个 计算 某 些 和 矩阵 的 算法 ,这 些 
和 矩阵 的 存在 性 是 由 某 个 泛 函 的 非 负 性 来 保证 的 。 它 同时 间接 
地 提供 了 一 种 校 核 这 个 泛 函 非 负 人性 的 办 法 . 其 次 , 我 们 还 说 
明了 在 线性 二 次 奇异 最 优 控制 问题 里 ， 怎 样 应 用 这 种 算法 去 
计算 最 优 性 能 指标 和 最 优 控制 (后 者 可 能 不 是 唯一 的 )。 这 个 
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算法 的 几 个 主要 特点 是 : 它 的 处 理 向 量 控制 问题 的 能 力 ; 以 
及 它 一 方面 与 奇异 控制 问题 的 其 它 一 些 可 能 还 不 完整 的 研究 
相连 系 , 另 一 方面 它 又 与 奇异 的 ,时 变 的 协 方差 因 式 分 解 问题 
相连 系 ; 再 有 就 是 它 对 奇异 带 的 说 明 。 它 的 缺点 则 在 于 要 求 
某 些 和 矩阵 的 秩 在 所 感 兴趣 的 区 间 上 保持 为 常数 ， 以 及 某 些 矩 
阵 具 有 可 微 的 性 质 . 

还 有 另外 一 种 解决 最 优 控制 问题 的 方法 ， 我 们 一 直 没有 
提 到 。 用 一 个 平方 装置 的 标准 实现 ,如 果 最 优 控制 存在 ,可 以 
将 它 的 开 环 形式 表示 为 线性 Fredholm 积分 方程 的 解 ,在 最 优 
控制 问题 是 非 奇 异 的 情况 下 ， 这 方程 只 是 第 二 类 的 . 文献 
[28] 中 研究 了 对 侦 奇 异 问 题 的 解法 《出现 于 检测 理论 中 ), 把 
它 修改 一 下 ,可 用 于 控制 问题 . 


BY 录 ILA 


Dolezal 定理 

下 述 之 Dolezal 定理 ,来 自 文献 [24，25]。 

定理 ILAI 4 4(:) 是 > xz 阶 的 矩阵 ， 其 元 素 在 
las b] 内 具有 捐 阶 的 连续 导数 ， 且 对 于 所 有 的 1€ la, b], 
AG) 的 秩 为 4。 那 么 ,存在 一 个 > X > 阶 的 矩阵 MC. 其 元 
KE la, 6] 内 具有 ? 阶 连续 导数 , 且 对 于 所 有 的 1€ [a bl, 
M(z) 是 非 奇异 的 并 且 有 4(DM(D = [B(z) : 0]. ZEBE) 
是 + X 4 阶 的 矩阵 ，B(z) 的 秩 为 4，、 若 对 于 所 有 的 6. A00 = 
A(t), 而 M 如 上 构造 ,显然 , M'[B : 0] 必定 是 对 称 的 , 由 此 
可 以 得 出 


cQ) o 
MOAM) = I] 
0 0 
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其 中 CC) BAX A 维 的 ， 而 且 对 于 所 有 的 :是非 奇 异 的 。 
若 此 处 AG) 还 是 非 负 定 的 ,那么 , CO 就 是 正定 的 。 这 
时 存在 一 个 三 角 阵 D(z)， 它 的 元 素 可 以 用 CO) 的 元 素来 表 
示 , 而且 还 保持 了 可 微 的 性 质 , 使 得 C(z) 一 D'G)DG) (参考 
文献 [26])。 BA, 让 NGC) = MODE), EHLKRAAE 
续 的 了 阶 导 数 ， 且 对 于 所 有 的 (€ Lla, b] 它 是 非 奇异 的 ,就 有 


N'(G)AG)NG) = -A 


附录 IILB 


对 称 条 件 
这 里 所 证 明 的 结果 是 对 偶 协 方差 因 式 分 解 问题 中 类 似 结 
Ae. 
这 里 所 引用 的 符号 与 本 章 主要 部 分 所 用 的 那些 符号 没有 
什么 关系 ， 令 
VIE, u] = [2215.22 + zz]; 


í i 
+ f" sidur + f (ziQz, + 2zHz, 


+ ozRzjt (B.1) 
Xn. 2, Mu 有 以 下 关系 

4 = Fazi + Faz, s(t) = & (B.2) 

4, = Fuz, + Fan zn) (B.3) 


WO, H, R, FMA to, 5] ERSzEARABEE, OMREN 
称 的 ，4 是 反对 称 的 , 而 S: 和 5; 是 常数 矩阵 。 所 有 这 些 量 的 
维 数 在 保证 相 容 的 条 件 下 可 以 是 任意 的 . 

SIMBA 若 在 [to, 5] EAG) 关 0, 就 必定 存在 一 个 
有 界 的 分 段 连续 的 控制 CO), HB VIO, #] < 0. 


证 明 因为 4 是 反对 称 的 ， 所 以 该 引 理 不 适用 于 * 是 标 
HA. 同样, 若 在 [ro 6) 上 4 三 0, 那么 ,根据 AG 
的 连续 性 ,就 有 AQ) = 0. 

考虑 ce [ros t) KA ji 是 不 同 的 指标 ,使 得 oC) #0, 
其 中 aulo) 是 4(c) WBA ALB i 列 的 元 素 。 不 失 一 般 性 ， 
假设 okxi(c) > 0. 

4 5 (B2), (B.3) 式 有 关 的 变换 矩阵 是 Hr). 那么 ， 
对 于 任意 给 定 的 s > 0 存在 le) > 0, 使 得 对 于 所 有 的 满足 
Str Sot st Mr, MA lo, c) — Il «e, 这 里 
Vel o ITCRA BAA. 

A SERN IER HE S < 6c) JEB RSH aC. 
使 得 它 除了 

nea A 对 于 re [oso +5] (B4) 
以 外 恒 等 于 零 。 利 用 (B.2),(B.3),《B,4) 式 ,并 取 $ 一 0, 就 有 
z(e) 


«0 — | Edr | = |) toe) — 1} pA d 


(B.5) 


从 (B.5) 式 中 我 们 可 以 断言 在 区 间 loso + 5) 上 有 
|zx(z) 十 sino(z 一 ao)| < 2enp 
[zj +1 — cosw(t—o)| < 2enp (B6) 
len@)| <2enp 15h. i 
[zy G)| <2enp 1 Sr <z HER 
其 中 
P = dimz, + dimz, 


n= 大 于 或 等 于 306 的 最 小 整数 。 
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. 现在 ,考虑 在 区 间 [c 十 5,z] 上 的 Mae sm mi nilo 
K= max eG z)l; 由 于 oC, v) 的 连续 性 ,这 个 量 是 有 


确定 意义 的 . BER o KS 
wð = 2x (B.7) 
BA, J. (B. 式 可 以 看 出 : 对 于 向 量 z(c +5) 的 每 个 分 
量 都 有 |z;(c 十 5)| < 8ep. 最 后 , 因为 在 [o c 2.) b, 
zl) = (4,0 + 8)zCo + 5), RAE Lo + 8,4] 上 
1z,G)| < 8K, (B.8) 
正如 我 们 从 (B.5) 式 推出 不 等 式 (B.6) 一 样 ,有 


; 
| gid + so) [og — sinos]| < Kso (B9) 
fo 


REK 是 常数 。 应 该 注意 (BI) 式 中 的 界限 。 特别 是 应 该 
选择 5, PMT oim or RA jails) — aio)| <e; 
由 于 4 是 连续 的 ， 而 5 是 任意 的 , 所 以 这 是 不 成 问题 的 . 令 
08 = 2x, (B9) ARER 


t . 
If ! v Aüdt + 2na,;(0) | < 2reKk, (B.10) 
to x 


根据 (B.9),(B.1) 式 右边 的 第 一 项 有 上 界 Ke’, Hh K 是 
某 个 常数 ; 根据 (B.10)， (B.1) 式 右边 的 第 一 个 积分 有 上 界 
一 2roxki(o) 十 2rsK); 以 及 根据 (B.8), (B.60, (B. 式 的 最 
后 一 个 积分 有 上 界 Kö 十 Kye’, HK, 和 Ks 是 常数 ， 组 合 
到 一 起 ,就 有 

V[0, #] < Kye? 一 2xoki(c) + 228K; 
+ Kō + Kse’ (B.11) 
BRA alo) > 0, 而 和。 是 任意 小 的 量 , MA, VEO, a] 必 
EEM. SIERE. 
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第 四 章 ”离散 时 间 的 线性 二 次 奇异 
控制 问题 和 常 值 方向 


41 5] a 


对 于 连续 时 间 的 情形 ， 如 果 在 指标 的 被 积 函数 中 控制 的 
加 权 和 矩阵 在 所 考虑 的 时 间 间 隔 内 的 任意 一 个 时 刻 是 奇异 的 ， 
那么 ， 就 把 该 线性 二 次 控制 问题 称 作 是 奇异 的 .在 这 种 情况 
To 与 该 问题 相 联 系 的 Riccat 方程 可 能 失去 意义 , 这 时 就 要 
用 其 他 的 方法 来 求解 这 样 的 问题 . 

在 第 三 章 里 , 已 经 证 明 , 一 个 奇异 控制 问题 (在 满足 某 种 
结构 上 的 以 及 可 微 性 的 假定 条 件 时 ) 可 以 通过 解 另外 一 个 具 
有 同样 线性 二 次 性 质 的 ( 仍 可 能 是 奇异 的 ) 控 制 问题 的 方法 来 
求解 ,不 过 它 的 状态 空间 和 (或 ) 控制 空间 的 维 数 较 低 ， 这 样 
的 简化 过 程 可 以 持续 地 进行 下 去 ， 直 至 得 到 以 下 可 能 的 三 种 
最 终 问题 之 一 为 止 : 非 奇 异 问题 , 或 状态 变量 维 数 为 零 的 问 
题 ,或 控制 变量 维 数 为 零 的 问题 ,而 它们 都 不 难 直接 求解 。 原 
来 所 给 定 的 控制 问题 的 解 可 以 通过 最 终 问题 的 解 以 及 有 关 简 
化 过 程 的 知识 简单 地 构造 出 来 . 

此 外 ,在 实现 任何 状态 变量 维 数 的 降低 过 程 中 , 显然 , 最 
优 指 标 中 一 部 分 以 一 种 明确 的 方式 依赖 于 该 问题 的 系数 甜 阵 
《除了 终端 加 权 和 矩阵 以 外 )。 

相反 ,正如 大 家 所 知道 的 ,对 于 任何 离散 时 间 的 线性 二 次 
最 优 控 制 问题 来 说 ,无 论 指标 中 的 任何 矩阵 是 否 是 奇异 的 , 相 
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Ta 


应 的 Riccati 方程 都 有 了 明确 的 意义 而 且 不 难 直接 求解 以 给 出 
最 优 控制 问题 的 解 。 这 样 一 来 , 奇异 性 概念 对 于 离散 时 间 的 
问题 显然 就 没有 什么 意义 了 . 

如 上 所 述 , 对 于 连续 时 间 的 情形 ,奇异 性 的 一 种 可 能 后 果 
《虽然 不 是 必然 的 ) 是 仅仅 根据 系数 矩阵 的 知识 来 找 出 确定 性 
能 指标 的 矩阵 分 块 。 这 种 思想 曾 在 文献 [1,2] 中 对 于 离散 时 
闻 的 线性 二 次 控制 问题 和 有 关 的 Riccati 方程 研究 过 。 那里 
引进 了 常 值 方向 的 概念 , 它 是 这 样 的 一 个 方向 ,在 这 个 方向 上 
Riccaü 方程 的 解 首先 是 常 值 的 〈 除 了 有 限 的 转移 周期 一 一 
transient period), 其 次 它 不 依赖 于 终端 加 权 和 矩阵 。 在 文献 
[1] 中 , 对 于 具 较 罕 的 一 类 系数 矩阵 的 (这 种 限制 的 性 质 将 在 
第 三 节 中 讲述 ) 多 输入 常 系数 的 情形 ,其 研究 方法 是 鉴别 出 所 
有 各 阶 的 常 值 方向 ， 然 后 由 排除 最 后 一 段 过 湾 过 程 而 降低 
Riccati 方程 的 动态 阶 数 .在 文献 [1] 中 ,还 引进 了 这 样 一 个 思 
想 ， 即 在 某 个 区 间 上 状态 将 最 优 地 被 取 为 零 作 为 刻 划 常 值 方 
向 性质 的 一 个 方法 .这 个 思想 在 这 里 也 表明 是 有 用 的 . 

与 文献 [1] 有 关 的 研究 工作 在 文献 [3] 中 也 有 论述 ,在 那 
里 研究 了 控制 问题 的 对 候 问 题 ,也 就 是 协 方差 因 式 分 解 问题 . 
作者 们 只 考虑 了 协 方 差 是 标量 的 情形 ， 在 控制 问题 中 这 相当 
于 假定 输入 是 标量 的 情形 。 文 献 [3] 中 还 研究 了 非 平稳 的 协 
方差 ,处 理 了 时 变 的 情形 , 这 里 推广 了 常 值 方向 的 思想 , 并 称 
之 为 退化 方向 . 

这 章 的 主要 成 果 有 以 下 两 个 方面 : 首先 ， 我 们 详细 地 研 
究 了 表征 任何 一 个 离散 时 间 的 线性 二 次 控制 问题 的 所 有 常 值 
方向 的 问题 。 它 是 文献 [1] 中 相应 的 结果 的 推广 ,尽管 我 们 采 
用 的 方法 稍 有 区 别 。 其 次 , 我 们 得 到 了 类 似 于 一 般 的 连续 时 
间 线 性 二 次 奇异 控制 问题 所 具有 的 那些 结果 。 特别 是 , 利用 
系数 矩阵 构造 出 一 个 矩阵 ， 它 起 着 连续 时 间 情 形 里 控制 的 加 
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权 和 矩阵 的 作用 。 也 就 是 这 个 矩阵 的 奇异 性 使 原来 给 定 的 问题 
可 以 通过 另外 一 个 控制 间 题 的 求解 而 得 到 解决 ， 且 它 的 状态 
变量 的 维 数 和 (或 ) 控 制 变量 的 维 数 较 低 。 此 外 , 可 以 确定 最 
终归 结 为 三 种 控制 问题 之 一 的 简化 过 程 。 这 些 最 终 问题 : dE 
奇异 问题 ,状态 变 重 维 数 为 零 的 问题 ,控制 变量 维 数 为 零 的 问 
题 可 以 很 容易 地 求解 ;因此 , 沿 简化 过 程 往 回 推 , 就 能 得 到 原 
给 定 问题 的 解 . 

本 章 的 梗概 如 下 所 述 。 第 二 节 重 述 了 一 般 离散 时 间 的 控 
制 问题 。 在 第 三 节 里 ,我 们 根据 i 步 之 后 ,对 于 某 个 终端 加 权 
SMS, 其 向 量 可 最 优 地 取 作 零 * 来 完全 刻画 i- 常 值 方向 ， 
而 且 它 是 某 个 矩阵 的 值 域 中 的 向 量 。 第 四 节 考 虑 降低 控制 空 
间 维 数 的 问题 ， 而 第 五 节 考 虑 1- 常 值 方向 存在 时 降低 状态 空 
间 维 数 的 问题 。 在 第 六 节 中 ,综合 以 前 几 节 的 结果 ,导出 求解 
任何 离散 时 间 的 奇异 控制 问题 的 算法 ， 这 里 利用 常 值 方向 的 
存在 而 简化 了 计算 .第 七 节 给 出 简要 的 结论 ,包括 与 Silverman 
结构 算法 外 , 以 及 最 近 发 展 的 ,由 Kailath 和 他 的 司 事 们 所 提 
出 的 关于 Riccati 方程 的 “快速 ”解法 的 关系 9。 

本 章 大 部 分 结果 发 表 在 文献 [7] 中 . 


4.2 ”离散 时 间 的 线性 二 次 控制 问题 


在 这 一 节 里 ， 我 们 回顾 了 有 关 离 散 时 间 定 常 线性 二 次 控 
制 问题 的 基本 结果 .考虑 在 区 间 [K,N] 上 的 动力 学 系统 
x(G 十 1) 一 4x() 十 Ba)i 一 KN 一 1 (21) 
x(K) = xx 
这 里 xG) 是 = 维 状态 向 量 , G) em BSH, ABE 


* 指 状态 在 i 步 之 后 取 零 .一 一 译 者 注 
。92 。 


维 数 与 和 xz 相 容 的 和 矩阵。 4 UE 是 一 个 控制 序列 u(K), 
u(K 十 1),，……，u《N 一 1)， 而 由 初始 状态 xx, 控制 序列 
UR 和 终端 加 权 和 矩阵 S 确定 的 指标 泛 函 为 

Vy-k[xk» Ug, S] = x(N)Sx(N) 


十 5 {x'Gi)OxGi) + 22 G)CuG) + u' G)RuG)]) 


. Q2) 
其 中 x(K), x(K + 1), …，, (N) ER UR RI xx 所 产生 的 
系统 (2.1) 的 轨迹 。 GRO, C. RAS 有 相应 的 维 数 ,而 2， 
RAUS 是 对 称 的 。( 这 里 还 没有 正定 性 之 类 的 假定 )。 最 后 ， 
令 
VR-kIxk» S] = inf Vw_x[xx, UZ", S)] (2.3) 
vi 


XGE—ÉKRTRK-0, 1,-, N—118903)] 7585 
(2.1) 和 指标 泛 枉 (2.2)， 那 么 ,离散 时 间 的 线性 二 次 控制 问题 
就 可 按 以 下 两 部 分 来 提出 . 

1. 对 于 每 个 zx, 以 及 天 一 0,……，N 一 1, 寻 求 使 Vn-x[xx， 
UL, S) 具有 不 依赖 于 UX! 的 下 界 的 充分 必要 条 件 . 

2. 若 这 些 条 件 成 立 , 确定 V Rok Dee, S) 以 及 如 果 它 存在 
的 话 ， 确 定 依赖 于 xx 的 控制 序列 URN-!， 使 得 对 于 每 个 
K=0,°::,N—1, 都 有 


V&-g[xxs S] = Vy-xlUgY™, S]. - (2.4) 
作为 术语 ， 每 当 (2.4) 式 有 解 时 ， 我 们 将 称 控制 问题 在 
[0, N] 上 对 于 终端 加 权 甜 阵 s 是 有 解 的 . 


这 个 问题 的 解 是 大 家 所 熟知 的 ， 它 主要 依赖 于 下 面 这 个 
引 理 ,不 过 对 此 引 理 这 里 不 加 证 明 。 符号 N(X), X*, X 20 
(二 0) 分 别 表示 和 矩阵 X 的 零 空 间 ，Moore-Penrose Ph itt AR PE 
《正定 性 ) 的 意思 ， 
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引 理 IV.2.1 考虑 二 次 型 gy, v) = y Fy + 2yHv + 
v'Gv, 其 中 矩阵 F = F’, G= G, HURAE y, v 是 任意 
的 ,但 具有 相 容 的 维 数 , 令 9*(y) = intgCy, v). 以 下 三 个 条 


件 是 等 价 的 : 
(2) 对 于 每 个 y, 9*(y) > 一 co， 
(b) G2 0, N(G) € N(H), 
(c) 存在 一 个 对 称 矩 阵 X, 使 得 


fa | 20. 
H' G 


进而 , 若 上 述 条 件 中 的 任何 一 个 成 立 , BBA X* 一 F—HG*H' 
满足 条 件 (c)， 此外， 对 于 满足 (c) 的 任何 一 个 X, 都 有 X* 
之 X。 最 后 , 若 对 于 每 个 y, 让 v* = 一 G*"H'y, WA 
4* Q) = Cy, v*) 一 yX*y. 
利用 这 个 引 理 和 下 面 的 定义 , 我 们 就 能 够 给 出 (2.4) 式 的 
解 . 
XX 以 2 表示 可 允许 的 加 权 和 矩阵 集 ， 是 使 BPB 十 
R > 0 RIN(B'PB + R)JGN(A'PB + C) n x + 阶 的 对 称 
JERE 所 构成 的 集 ( 下 面 将 会 弄 清楚 这 样 定义 的 原因 ). 
评注 2.1 就 某 种 意义 来 说 ,集合 2 的 一 端 是 开 的 . 特 
别 是 , 若 se 2 ,而 $ 2 SMA, SES .为 了 证 明 这 一 点 ,我 
们 必须 证 明 s 的 两 个 性 质 : (a) BSB + RDO, (b) N 
(B'SB +R) G N(A'SB+ C). 若 把 BSB+R 写成 
(B'S B+R) + B'(S— $)B, 很 容易 推出 性 质 《(a)。 对 于 性 
质 (b), 假 设 we N(B'SB + R). 那么, AH B'$B--R 20 
UAE S >So TURSE ue NCB'SoB +R), WR (S—S) 
Bu 一 0。 RES. 所 以 weNCA'SB 十 C)， 利 用 
(A'SB + C)u = (A'SB+ C)u + A'(S — So)Bu, 就 可 以 


e94 » 


sakker 


得 出 上 述 结果 。 
现在 , 可 以 把 问题 (2.4) 的 解 写作 
定理 IV.2.1 对 于 终端 加 权 矩 5, 该 控制 问题 在 [0, N] 


上 有 解 的 充分 必要 条 件 是 = X = 阶 的 对 称 矩 阵 PG 十 D)e S, 


其 中 i 一 0,…,N 一 1, 而 PG) 由 以 下 递 推 公式 决定 
P(i) — A'P(i+1)4+0 
— [A'PG + 1)B + C][B'PG + 1B 
+ R]*LA'PCi + 1)B + CI’, 
i=0,.…,N—1 (2.5) 
P(N) = S. 
若 P(i) 由 上 式 所 决定 ,那么 ,由 下 式 所 决定 的 控制 序列 URN 
u*(i) = — [B’PG + 1)B+ R]*[A'PG + 1)B 
+ C}'x(i), 
: i-K,-,N-—1 (2.6) 
对 于 每 个 K = 0, N— 1 均 能 达到 它 的 下 确 界 。 也 就 是 ， 
当 URN = [u*(K), ++, wu*(N 一 1)] 时 ,就 有 
VE_x[xk, S] = Vn-rlrr URN", S] 
= xP(K) xx. (2.7) 
证 明 应 用 引 理 2.1 和 最 优 性 原理 就 可 以 得 出 上 述 结 
ie. 
评注 2.2 1. 若 对 于 某 个 1 一 0,…，N 一 1， 有 PG 
1)& V^ ,那么 ,至 少 存在 一 个 *， WER VALID; S] = — oo. 
2 .注意 PG) 也 是 终端 加 权 甜 阵 Se SY 的 函数 .如 果 我 们 
希望 把 这 种 依赖 关系 明显 地 表达 出 来 ,可 以 将 PCi) 记 作 PCi, 
5), R 
3. 若 对 于 每 个 i 一 0,…,N 一 1, BPG +1)B+ RB 
是 非 奇 异 的 , 那么 , 由 (2.6) 式 所 决定 的 最 优 控制 序列 UN 
是 唯一 的 ;因此 天 一 0 时 系统 (2.1) 由 USN 和 x 所 得 到 的 最 


. 93 e 


优 轨迹 是 唯一 的 。 若 对 于 某 个 i =0,---,N—1, BPG + 
1)B + R f Sti. BA, 在 i 时 刻 的 最 优 控 制 是 不 唯一 的 
《也 就 是 可 能 有 另外 一 个 不 同 于 (2.6) 的 最 优 控制 )， 相应 地 ， 
最 优 执 迹 状态 x*(; 十 1) 也 是 不 唯一 的 。 然而 , 由 (2.6) 式 所 
决定 的 u*G) 是 在 i 时刻 具 有 最 小 模 的 最 优 控 制 ,这 样 一 来 ， 
它 又 是 唯一 决定 的 。 为 了 以 后 引用 方便 起 见 ,我 们 把 由 (2.6) 
式 所 决定 的 控制 序列 URN 称 为 最 小 模 的 最 优 控制 序列 。 
4. 若 PG 十 1)e ,那么 ,由 方程 (2.5) 所 决定 的 矩阵 P(i) 
也 可 由 下 式 的 最 大 对 称 解 来 表示 : 
Gee ary APG + 1)B + °] >0 
B'P(i +1)A+C' B'P(i + 1)B -- R 
j i (2.8) 
这 个 事实 将 被 用 于 本 章 后 面 所 要 进行 的 状态 空间 的 降 维 过 
952. 
以 上 论述 是 解 线性 二 次 控制 问题 的 标准 方法 , 其 中 
P(N — i,5) 分 别 由 关于 各 个 控制 x(N — 1), WN 一 2)……， 
uN 一 站 的 一 系列 极 小 化 而 依次 决定 的 。 然 而 , 如 果 适 当地 
. 定义 动力 学 系统 和 指标 ， 就 可 以 通过 关于 推广 的 控制 向 最 ， 
uN 一 让 会 [uw"(N 一 -w(N 一 1)] 的 极 小 化 直接 算出 
P(N —i, S) *. 
RE. BR i — 2 的 情形 ， 所 考虑 的 区 间 为 [N 一 
N]. 根据 (2.1) 式 和 (2.2) 式 ,当天 二 N 一 2 时 ,其 动力 学 系统 
可 表示 为 
x(N) 一 4oxz(N 一 2) 二 Boxo(N 一 2) (2.9) 
其 中 4w 会 44，Bw 会 [4B B], MHRA 
VayLx(N — 2), UN-}, S] = x'(N)Sx(N) 
+ (GN — 2)Qax(N — 2) + 2x'(N — 2) Cana (N—2) 
十 wa(CN — 2)Raua(N — 2)} (2.10) 
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其 中 
QaSAOA+9 
Co 2 [4'QB +C A'C] 
B'OB-c-R BC 
ro 人 | C'B R | 
因此 , 若 与 (2.1) 式 和 (2.2) 式 相连 系 的 控制 问题 在 [9, N] 上 对 
于 终端 加 权 和 矩阵 S 是 有 解 的 ， 那 么 ， PON 一 2, 5) 就 可 以 由 
下 式 给 出 
PCN 一 2,8) = 4oS4o + Qo 
— [46$Ba + Co][B6SBo + Rolf 
[A@SBay + Col . (211) 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 上 述 问题 称 作 具 有 终端 加 权 和 矩阵 S 的 
第 二 级 控制 问题 
一 般 情 况 下 ， 假 设 具 有 终端 加 权 和 矩阵 S 的 第 j 级 控制 问 
题 已 经 由 Ao, Boy Qos Cos Ro Maa) 等 量 所 决定 ; W 
Zo RA TOS EE S 的 第 (i 十 1) 级 控制 问题 就 由 以 下 这 
些 量 所 决定 
Aiad 
BiwSlAwB Bay] 
Disp BA’ QA +0 
Cow SlA OHB + Co4'Caà] (2.12) 
B'OHB+R | 
COB Ro 
again Blum) WG + Di 
显然 ,如 果 与 (2.1) 式 和 (2.2) 式 相连 系 的 控制 问题 在 [0, NIE 
HW IDA FU Fem IRBUBBE PG + j, S) 的 ,由 
xG i) = Aq Gi) + Bay) (2.13) 


Ru+b 会 | 
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Vinili), uoi), PT i> 5)] 
= x + iP(Gi+ 7,S)x(i + i) 
GI G)90xG) 2: G)CouaG) 
tog G)RasaG)) (2.14) 
所 决定 的 第 i 级 控制 问题 对 于 所 有 的 [i,i + CIO, N] 都 
有 解 , 反 之 也 成 立 .而 且 
PG, S) = AgPG + j, SAG + Oi 
— [AG + j, S)Bo + CHILBGPG + j, S)Bo 
+ Ray] AP +i, S)B iy + CH) (2.15) 
这 里 最 优 控制 OG) 等 价 于 最 优 序列 UROL 此 外 ， 最 
优 控制 的 存在 性 意味 着 条 件 PG 十 1)e S， 可 由 下 式 代替 : 
NI BPC + 1,5)Biiy E RG C NLAGPG T 7,S)Bii 
+ Col (2.16) 
存在 性 还 意味 着 BwP(i +j, 5)Bw 十 Rw 二 0， 不 过 以 后 
我 们 将 更 多 地 利用 (2.16) 式 . 

Riti=N, (215) ARA P(N 一 ij, 5) 的 方程 式 . 
当然 ， 利 用 第 i 级 的 公式 去 计算 PON 一 i, 5) 是 毫 无 用 处 
Hg. 尽管 如 此 ,在 理论 上 还 是 有 意义 的 ,以 后 就 会 明白 : Bi 
级 控制 问题 的 1- 常 值 方向 等 于 原来 控制 问题 的 六 常 值 方向 。 
(关于 i- 常 值 方向 的 定义 可 参考 下 一 节 )。 


43 常 值 方向 的 基本 性 质 


正如 引言 中 所 述 , 我 们 感 兴趣 的 是 这 样 一 些 方向 ,在 这 些 
方向 上 Ricati 方程 (2.5) 完全 决定 于 系数 和 矩阵 〈 可 能 除了 最 
后 一 毁 过 渡 过 程 以 外 ) ,而 又 不 依赖 于 终端 加 权 和 矩阵 5。 如 果 
这 样 的 方向 存在 的 话 ， 那 么 ，Riccati 方程 实际 上 比 它 所 表现 
出 的 阶 数 要 低 , 而 且 递 推 地 求解 (2.5) 就 意味 着 在 递 推 公式 的 
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每 一 步 上 进行 多 余 的 计算 . 

如 同文 献 [1] 中 所 述 , 对 于 常 值 方向 的 概念 , 我 们 给 出 如 
下 的 定义 : 

定义 3.1 设 1< j«N-—1. nE a 称 作 是 (2.5) 
式 在 [0, N] 上 的 i- 常 值 方向 , 当 且 仅 当 PG, S)o 不 依赖 2 中 
的 S$ 《对 于 它们 最 优 控 制 问题 的 解 是 存在 的 )， 同 时 也 不 依赖 
Fi, 这 里 ,i 二 0, 1,…+,N 一 j 

用 1; 表示 二 常 值 方向 的 集合 。 显 然 ,每 个 1; 是 一 个 有 限 
维 的 线性 空间 ， 因 此 就 可 以 用 一 组 有 限 多 个 线性 无 关 的 向 量 
来 完全 描述 。 此 外 ,对 于 D i 过 N 一 2， 可 以 直接 推出 
lja2lj. 

明了 i- 常 值 方向 的 其 他 各 种 有 用 的 特性 也 是 有 意义 的 、 
这 一 节 的 主要 任务 就 在 于 研究 这 些 特性 .其 中 一 个 特性 就 是 
以 前 提 到 过 的 ， 涉 及 到 一 个 状态 在 i 步 之 后 最 优 地 取 作 零 的 
Ba. 

对 于 每 个 满足 1 <j) 入 N 一 工 的 思考 虑 一 个 限制 在 区 间 
_IN-i,N] A, 具有 系数 矩阵 A, B, 0, C 和 尺 , 以 及 终端 加 
DER S, 有 如 (2.1) 式 和 (2.2) 式 的 动力 学 系统 和 指标 的 控制 
问题 .假设 该 控制 问题 的 初始 状态 为 x(N —i) — a. 

定义 3.2 我 们 说 当 S 一 5, 在 i 步 之 后 。 能 最 优 地 取 作 
零 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 控制 序列 UNA}, 使 得 (2.1) 式 的 相应 轨 
WME KN 一 1 站 一 a 和 x(N) 一 0， 并 且 Vila, UN, 
S] 一 V¥[a,5]。 (显然 , 可 以 用 (2.13) 和 (2.14) 的 第 i 级 控制 
问题 来 给 出 等 价 的 定义 )。 

在 文献 [1] 中 证 明了 i- 常 值 方向 完全 由 终端 加 权 和 矩阵 为 
零 时 ,j 步 之 后 最 优 地 取 作 零 的 性 质 所 刻 划 ,此 时 C 一 0,R 一 0， 
O>0,s>OMB ABABA. Ib, 1- 常 值 方向 不 仅 可 用 
这 种 形式 来 刻画 ,还 可 简单 地 当 作 是 矩阵 4-:8 的 值 域 ,而 六 
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常 值 方向 与 矩阵 W; (文献 [1] 中 所 定义 的 ?的 零 空间 有 关 . 这 
一 节 的 其 余部 分 将 把 这 些 结果 推广 到 具有 任意 系数 矩阵 的 控 
制 问题 中 去 ,只 要 该 控制 问题 对 于 某 个 终端 加 权 和 矩阵 Se 9^ 
在 [0,N] 上 有 解 。 下面 的 定理 3.1 包含 这 个 主要 结论 ;在 此 以 
前 先 讲 几 个 引 理 . 

XE X. (n + im) X (n + im) 阶 的 矩阵 


ao = [6 | G.D 
) Gy 
这 个 矩阵 在 分 析 常 值 方向 时 是 一 个 重要 工具 。 我 们 首先 证 明 
它 的 零 空 间 中 的 向 量 决定 了 常 值 方向 。 


引 理 IV.3.1 BE WHE NCA) 以 及 Wj 的 分 块 形式 
为 [a', Bin], Hho E n HEN, pu) 是 jm HN. BARRE 
‘BULAN T-Home CE S 在 [0, NI LAR RA 
PG, Sa = Que + Cobo 
对 于 每 个 ;一 0, 1……，N 一 7 (3.2) 
Aut, e EA j- A. 
ER 因为 Wo € NCAo), RA 
Ana + Bof = 0 
Cae + Rofo = 0 
He 右 乘 (2.15) 式 ,利用 (3.3) 式 ,可 以 得 到 
PCi, S)a = AqPG + j, SAgat Qo 
— [AG PG + i, S)Ba + Col BioPG +i, S)Bo 
+ Ro" LAGPG + j, S)Ba + Cola 
= — AG PG + j, S)Bofa + Qoa 
+ [4pPG + i,5)Ba; + Col BoPG + ji,5)Bo) 
+ Rol IBPC + j,5)Bo + Rollo 
根据 假设 ,该 控制 问题 对 于 终端 加 权 和 矩阵 S 有 解 ， 所 以 ,对 于 
每 个 [i, i 十 四 CI0, N], 条 件 (2.16) 成 立 ， 从 而 有 恒等式 
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(3.3) 


Ao Pl + ji,S)Bo + Co = LAGPG + 55)Ba + CH) 

[BGPG + 1S) Boy + Ray lFLBG@PG + 1,8)Buy + Ray) 

(3.4) 
将 (3.4) 式 代 人 前 式 ,就 得 到 (3.2) 式 。 

评注 3.1 1. 假 设 x(N 一 力 一 ac 和 xo(N 一 力 一 po。 
BA, 鉴于 (3.3) 的 第 一 个 方程 , 这 个 控制 就 会 导致 x(N) 一 
0. 其 次 ， 利 用 (2.14) 式 ， 并 令 其 中 i 十 j 一 N， 以 及 根据 
x(N) 一 0 的 事实 ,就 可 以 算出 性 能 指标 V oleC(N— i), UNG 
5] 的 值 为 
Val[x(N — 7),UN-},S] = o' Ona + 20 Cou + Bo Rota 

= a'P(N — j, S)a. 
第 二 个 等 式 可 根据 (3.2) 和 (3.3) 得 到 .。 这 样 一 来 ， 不仅。 有 
着 常 值 方向 的 意义 ,而 且 By) 是 将 x《N — 1) 转移 到 x(N) = 0 
的 最 优 控制 序列 . 

2. 在 N[4o] 里 可 能 存在 两 个 不 同 的 向 量 W qy— [o 89) 
和 Wo 一 [ebol FÆ Bo 一 Boc NIBH; 利用 这 一 点 
以 及 (2.16) 式 ,还 可 以 推出 po 一 BE N[Co]。 在 这 种 情况 
下 ,利用 po 和 Buy 得 到 的 性 能 指标 是 一 样 的 。 当 这 种 情况 出 
现时 ,不 唯一 性 表明 了 存在 多 余 的 控制 ,对 此 我 们 将 在 下 一 节 
进行 更 充分 的 研究 。 

如 果 对 于 终端 加 权 和 矩阵 %, 该 控制 问题 在 [0, NEAR, 
那么 ,对 于 每 个 满足 8 > 5 的 终端 加 权 和 矩阵 5, 在 [0, NILE 
仍然 是 有 解 的 。 根据 引 理 3.1， 在 其 假设 条 件 下 我 们 可 以 断 
言 : 对 于 每 个 § SS, 和 任意 的 天 一 1 ……，N, 利用 由 po 所 
定义 的 控制 序列 ,可 以 达到 最 优 解 V [a5] 一 Vle, S]. 下 
面 的 引 理 就 是 要 研究 对 于 某 个 状态 和 某 个 ,有 关 性 能 指标 
的 这 一 等 式 的 一 些 推论 . 

引 理 IV.3.2 假设 对 于 某 个 状态 和 所 有 的 S > So 其 
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中 So€ S, Vias] = Vfle,sS]. FE MF SHS BCE 
ii — B IURE BN eH eI S): 

(a) 对 于 与 5 相连 系 的 任何 最 优 控制 序列 UXN;', 
x*(N) = 0, 

O) 对 于 所 有 的 5 2 So, 

V*[a, S] = Vile, U£5;*, S] = Vilas Sol. 

TR 根据 假设 条 件 ， 对 于 任意 的 控制 序列 UN 
V¥la, $] = Vř[a,S] < Vila, UR=},50], 所 以 对 与 终端 加 权 
ABE S 相连 系 的 任何 一 个 最 优 控制 序列 USSP, 上 式 也 成 立 . 
因而 有 

Vf[a, 5] = Vile, URS, So] 
+ x*(N)(S 一 S.)#*(N). 
因为 了 > So, BIDLZ*(N) 一 0. 这 就 证 明了 (a). XT (b) 
则 可 显然 地 推出 . 

由 上 述 引 理 的 (a) 和 (《b), 可 以 推 得 : 

推论 3.1 假设 对 于 某 个 状态 AMAR S> S Hp 
SES, f VELa, S] = V}#[a,5o] .那么 ,对 于 所 有 的 5 之 Sos 
a 可 以 在 i 步 之 后 最 优 地 达到 零 . 

重要 的 是 ,应 注意 到 在 推论 3.1 中 , HF S> S (AS 
wa Ei 步 之 后 最 优 地 达到 零 ， 并 不 能 保证 最 优 控制 是 最 小 
MN. 然而 ， 由 于 定义 3.2 只 要 某 个 最 优 控制 使 " 在 i 步 之 
后 取 零 ,而 不 一 定 要 是 最 小 模 的 控制 , 推论 3.1 的 结论 就 不 是 

作为 推论 的 逆 命题 ,我 们 叙述 如 下 : 

引 理 IV. 3.3 假设 对 于 某 个 Se 2 ,ca 在 7 步 之 后 能 够 ， 
最 优 地 取 为 零 。 那么 ， 对 于 所 有 的 S R$. ok) 
能 够 最 优 地 取 为 零 ,而 V? [o S] = Vf [es Sol. 

TA ”容易 验证 对 于 ge 22, 能 够 使 最 优 地 取 为 零 的 
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控制 ,对 于 所 有 的 S > S 也 是 最 优 的 . 

我 们 已 经 证 明 Ay 的 零 空 间 的 向 量 决定 了 可 最 优 地 被 取 
为 零 的 状态 ， 现 在 ,让 我 们 来 验证 这 个 想法 是 可 逆 的 . 

引 理 IV.3.4 ”假设 对 于 所 有 的 5 宇 S 其 中 So 是 ph 
的 某 个 元 素 , a 可 以 在 7 步 之 后 最 优 地 取 作 零 ， 那 么 ,必定 存 
在 向 量 Bo), 使 得 对 于 Wo = [a 861, A Wo € NCAo)). 

TA 在 终端 加 权 和 矩阵 5 > 5 的 条 件 下 ， 引 理 3.2 表明 
借助 于 任何 的 最 优 控制 URN, 或 与 它 相当 的 ut (UN. — i), a 
可 以 在 i 步 之 后 最 优 地 取 作 零 。 特别 , 一 个 这 样 的 最 优 控制 
是 最 小 模 的 控制 . 

HCN — i) = — [BSB o + Ro" D40$Bo + Cola 
(3.5) 
由 于 x*(N) = 0, 就 有 
Age — Bi BOSBa + Rol LAGS Ba + Cola = 0. 
(3.6) 
由 于 Ses ,所 以 对 于 PG + 7,5) 一 5, 恒等式 (3.4) 成 立 , 连 
同 (3.6) 式 一 起 就 给 出 
Cina — Ro BoSBo + Rol" LAS Bo 十 Coja 一 0 
(3.7) 
因此 ， 借 助 于 po = N 一 i). 3.6) 和 (3.7) 式 就 变 成 为 
Ad + Bopo — 0 和 Copa 十 Rappo 一 0。 引 理 证 完 。 
现在 把 以 上 结果 综述 如 下 : 

定理 IV. 3.1 假设 对 于 某 个 终端 加 权 甜 阵 5, 控制 问题 
的 解 在 [0, N] 上 存在 。 那 么 ,以 下 论述 是 等 价 的 . 

(a) a 是 (2.5) 在 [0, N] 上 的 i- 常 值 方向 . 

(b) 对 于 所 有 的 Se S^, a 在 j 步 之 后 可 最 优 地 取 为 零 . 

(c) FE WoE NC), B. Wa = le’ 85]. 

Cd) (Ca) 的 狭义 的 形式 )。 对 于 某 个 Se S 和 所 有 的 
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$25, 有 Vf[a, S] = Vile, S]. 

(e) ((b) 的 狭义 的 形式 ), HFEA SE Z, a RETE i 
步 之 后 最 优 地 取 为 零 . 

MA, 如 果 上 述 各 项 中 的 任何 一 个 成 立 , 那 么 , SES 
相连 系 的 任何 一 个 最 优 控制 使 c 取 为 零 ,其 中 5 满足 条 件 : 对 
于 某 个 9 > 0, HS- EF. 

证 明 根据 推论 3.1, 引 理 3.3, 5| 28 3.4 与 推论 3.1 以 及 
引 理 3.1 可 以 相应 地 推出 (a) 一 Cb) Ce) — Cd) 一 (c) => 
(2). 最 后 (b) —9 (e) 是 显然 的 。 定理 的 最 后 部 分 是 引 理 3.2 
的 推论 .定理 证 完 。 

我 们 还 可 以 得 到 定理 3.1 的 (a) 和 (c) 以 及 评注 3.1.2 的 
以 下 简单 推论 。 

定理 IV. 3.2 [Bb T X Hem In BUE S, 控制 问题 
在 [0, N] 上 有 解 . 那么 , 1- 常 值 方向 构成 的 空间 1; 是 Wi 的 
值 域 ,其 中 Wj 一 [Wi Wal XENCAoG) 的 基 和 矩阵 。 而 且 ， 
I; 的 维 数 等 于 5; — pj, 其 中 s 是 AG DBE, p; 是 [BG Rol 
WEE. 

在 这 一 节 里 , 我 们 并 不 特别 关心 1- 常 值 方向 。 关 于 这 一 
点 放 到 下 一 节 去 研究 ， 因 为 1- 常 值 方向 是 最 容易 得 到 的 〈 显 
然 , NCAw) 比 NC4hw)) 容 易 计算 ), 当 这 情况 出 现时 , /- 常 值 方 
向 可 以 通过 计算 一 系列 问题 的 1- 常 值 方向 来 得 到 ， 

然而 ,我 们 下 面 紧 接着 的 任务 是 研究 多 余 深 制 问题 . 


44 控制 空间 维 数 的 降低 


在 本 节 和 下 一 节 里 ,我 们 将 集中 考虑 1- 常 值 方向 存在 的 
情形 。 在 前 一 节 的 定理 3.2 中 已 经 证 明 线 性 无 关 的 1- 常 值 方 
向 的 个 数 ! 就 等 于 NCA) WER s 减 去 [B RT 的 零 空 间 
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的 维 数 p。 这 一 节 将 要 证 明 如 果 ! <s, Bp > 0， 我 们 就 能 
找到 控制 空间 的 一 组 基 , 使 得 动力 学 系统 (2.1) 和 指标 (2.2) 不 
依赖 于 控制 向 量 x 的 ?个 分 量 。 因 此 ,该 控制 问题 在 [0, N] 
上 的 解 就 等 价 于 一 个 状态 空间 具有 相同 的 基 ， 而 控制 空间 的 
维 数 较 低 的 控制 问题 在 [0, N] 上 的 解 . 

对 于 等 于 寒 的 情形 ,控制 空间 的 维 数 将 不 可 能 降低 . 目 
前 暂且 假定 0 <P < m。 这 时 可 以 证 明 控 制 空 间 的 维 数 可 以 
降低 Pp.《 以 后 再 处 理 ? >m pE). AWE NCA) ES 
阵 ，AW = 0 的 分 块 形式 为 


n{ [4 B B,|[Wu Wa 0 0 
m—p{ |Ci Ru Rul|Wa Wn] =] 0 0 (4.1) 
PÜIC; Rs Rul lWa Wa 0 0 
nm ep T F 
其 中 各 个 矩阵 块 的 维 数 如 上 所 标 . 


借助 于 列 的 运算 对 NC(A》 作 基 变 换 , 借 助 于 对 Ww 的 最 后 
mm 行 作 行 的 运算 来 对 控制 空间 作 基 变换 、 就 可 以 使 / 变 为 更 
适当 的 形式 .特别 是 因为 [Wu Walken Xs， 阶 的 , 列 秩 为 1 
的 矩阵 , 必定 存在 一 个 * X s 阶 的 非 奇 异 矩 阵 T. 使 得 [Wiss 
Wu]7 一 [Wu 0], Xm Wa 是 满 列 秩 1 的 。 利用 7 把 
NCA) 的 基 变 为 W — wT, Kup 


Wa 0 
W=|Wy Waj. 
Wa Wa 
因为 下 是 满 列 秩 的 ,所 以 Wa Wh) 也 是 满 列 秩 的 。 因 而 存 
Emx maA REE U, 8 ULWS Ws] 一 [0 1] 


利用 已 对 控制 空间 的 基 作 变换 . 丢掉 上 面 一 横 的 符号 , 我 们 
就 得 到 控制 空间 的 一 组 基 ,使 得 NC A) BYE MEW 26 
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WwW = 


Wu 0 
Wa 0 (4.2) 


Wa Ip 
这 个 结果 还 可 以 通过 直接 构造 NOA) 的 基 


[^ a 01. 0 
[1-7]. [aed 
的 办 法 来 得 到 。 这 样 的 一 组 基 的 存在 性 是 根据 一: +0 
推出 的 。 
根据 Ww 的 特殊 形式 ,可 以 看 出 AW 一 0 就 意味 着 
B,=0, Ru=0, R5 —0. (4.3) 
假设 该 控制 问题 对 于 终端 加 权 和 矩阵 S, 在 [0, NILA. 
那么 ,因为 NLB'SB + RICN[A'SB + C], 而 且 每 一 个 由 了? 
维 向 量 v 组 成 的 形 如 [0,v]' 的 普 维 向 量 都 在 N[B'SB + R] 
之 中 ,可 以 推出 C's 一 0. AT + 是 任意 的 ,所 以 C; — 0. 
将 控制 x 分 块 为 [ui el. Heh Eee. TH. 
力学 系统 (2.1) 就 变 为 
x(i + 1) = AxG) + Buu) 
i—0,-.,N—I (44) 
x(0) = m 
指标 (2.27 就 变 为 
Vizo, UN“, S] = x'CN)Sx(N) 


+ >? (x G)0xG) + 2x/G)Cuan(G) + ui G)RuaG)) 
(4.5) 
因此 ,具有 动力 学 系统 (2.1) 和 指标 (2.2) 的 控制 问题 在 [0, N] 
上 有 和 解 , 当 且 仅 当 动力 学 系统 为 (4.4), 指 标 为 (4.5), 而 控制 空 


E% m — e 维 的 控制 问题 在 [0, N] 上 有 解 。 此 外 ,从 下 面 的 
引 理 4.1 中 可 以 看 到 , 这 两 个 控制 问题 的 解 有 着 简单 的 关系 . 
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剩 下 的 问题 是 考虑 二 :一 ! 之 m 的 可 能 性 。 由 于 P 是 
[B' RY 的 零 空 间 的 维 数 ,而 [B RY 有 m 列 ,所 以 必定 有 
P= m M B=0,R=0, 只 要 对 PP 一 m 的 情形 的 论证 稍 
作 修正 ， 就 可 以 得 出 C = 0《 假 定 最 优 解 是 存在 的 )。 于 是 ， 
可 以 看 到 控制 向 量 * 不 会 影响 动力 学 系统 (2.1) 和 指标 (2.2); 
控制 问题 在 [0, N] 上 是 平凡 的 . 

关于 这 一 节 的 结果 综述 如 下 : 

引 理 IV.4.1 假设 NC(4) 是 : 维 的 , NCA) ANSE EW BY 
Bio fr Wa, 而 Wi 的 秩 是 1, 令 p 一 :一 1 之 0 那么 ,对 于 
终端 加 权 和 矩阵 S, 该 控制 问题 在 [0, NT 上 有 解 的 必要 充分 条 
件 为 对 于 该 终端 加 权 和 矩阵 S, 有 着 同样 形式 \ 但 具有 mm 一 维 
控制 的 另 一 控制 问题 在 [0, N] 上 有 解 ， 此 外， 它们 相应 的 
Riccati 方程 的 解 P(i,5S) 也 是 一 样 的 ,其 中 i = 0,---,N—1, 
而 且 原 来 的 控制 空间 存在 一 组 基 ， 使 得 任何 在 时 刻 i 的 最 优 
控制 w*(i) 均 由 [uf G) w#¥(i) 了 所 给 定 ， 其 中 wf) 是 控 
制 维 数 较 低 的 问题 的 任何 一 个 最 优 控制 ， 而 IG) 是 任意 选 
取 的 。 特别 是 对 于 具有 最 小 模 的 最 优 控制 w*(i), w*(i) 是 对 
应 的 较 低 维 控制 的 问题 的 具有 最 小 模 的 最 优 控 制 ,而 w#(i) 二 
0. 

根据 这 个 引 理 , 可 以 清楚 地 看 到 , 24 P > 0 时 , 有 关 原 来 
的 控制 问题 的 Riccati 方程 求解 所 需要 的 计算 量 可 以 降 为 对 
同样 阶 数 的 动力 学 系统 ， 但 控制 维 数 较 低 的 一 个 问题 的 求解 
所 需要 的 计算 量 。 这 个 引 理 类 似 于 上 一 章 所 讨论 过 的 , 有 关 
连续 时 间 的 线性 二 次 奇异 控制 问题 的 结论 。 


45 状态 空间 维 数 的 降低 


在 这 一 节 里 ,我们 假设 矩阵 [BR] 是 满 列 秩 的 , 或 者 同 
.107 。 


样 地 假定 所 有 的 多 余 控制 都 已 噜 除 。 那么 ， 我 们 知道 LAI 
维 数 就 等 于 4 一 hw 的 零度 ; 令 它 为 1!。 我 们 将 要 证 明 : 若 
存在 非 平 凡 的 1- 常 值 方向 ,也 就 是 ! > 0, 则 状态 空间 的 维 数 
可 以 降低 i, 且 相 应 的 控制 问题 可 以 定义 在 区 间 [0, N 一 1] 
上 ,而 不 是 在 [0, V] 上 . 此 外 ,在 [0, N] 上 Riccati 方程 的 解 
以 及 最 优 控制 较 之 在 [0, N 一 1] 上 , 低 维 状态 空间 的 问题 的 
解 以 及 最 优 控 制 其 间 有 着 简单 的 关系 . 
”这 个 过 程 的 第 一 步 是 选取 状态 空间 的 一 组 基 ， 以 便 显示 
出 矩阵 PC, 5) 的 常数 部 分 ,其 中 £m 0,…,N 一 1。 除了 张 
成 1 的 向 量 {ani o tn} 以 外 ,任意 选取 其 余 的 向 量 ,使 
{a:t on} 成 为 状态 空间 的 一 组 基 。 利 用 这 组 基 , 就 有 
Palias) Py 
i( Pa Py 
这 里 Pa 和 Pn 是 不 依赖 于 Ss 和 i 一 1, 5, N — 1 Re 
阵 


PCi, S) = |] 一 1GD 


根据 我 们 的 假定 ， [BR]” 是 满 列 秩 的 ， 我 们 知道 对 于 
每 个 wy i= n 一 1 十 1,"… ,nn, 必 定 存在 唯一 的 Pi 使 得 Wi = 
la; BV ENCA). 令 Z 是 矩阵 [Byars o 5. 那么, 与 
PCi, S) 相 一 致 的 2 和 C 的 分 块 形式 为 

Qu Qu Cr 
in I: pit em [cl G2) 
在 状态 空间 的 这 样 一 组 基 上 ， 引 理 3.1 的 结论 可 以 重 述 

为 

Py = On CZ 
Pa = On + C;Z CD 
这 样 一 来 ,作为 PCi,5) 的 常数 部 分 (其 中 $m 0, N 一 1), 
我 们 完全 确定 了 Pn APL. 而且, 第 三 节 中 的 定理 告诉 我 们 ; 
PICS) BER ICT i 二 0,--,N 一 1 和 3S6 2 的 部 
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分 了 ,虽然 Pa(i，$) 某 些 部 分 可 以 不 依赖 于 ;一 0，……:N 一 2 
《假如 Pa(iyS) 的 某 些 部 分 真是 不 依赖 于 ; = 0, N 一 1 和 
SE 2 ,那么 ,就 会 存在 某 个 向 量 在 NCA) 中 ,而 不 在 1, H, 这 
样 就 会 引起 矛盾 ). 

由 于 (5.3) 式 , 通过 在 [0,N] 上 的 Riccati 方程 (2.5) 来 计 
RPG, 5) 的 值 ,显然 会 涉及 到 大 量 不 必要 的 计算 .如 果 我 们 
能 够 证 明 PG 5)， 其 中 i 一 0,…,N — 1, 可 以 通过 关于 
Pu 的 , 而 不 是 了 的 Riccati 方程 计算 出 来 (这 里 可 能 涉及 到 不 
I 4, B,O, C 和 R), 那 将 是 很 有 意义 的 。 注 意 到 Riccati 方 
程 (3.5) 的 解 是 使 下 面 不 等 式 成 立 的 最 大 的 对 称 和 矩阵 PG, S) 

ES 二 1,5)4 +Q — PCi, S) 4PG + 1, $)B 十 ‘| 
B'P(i + 1,5)4 + C’ BP(i+1,S)B+R 
20, (5.4) 
其 中 :一 0，……NV 一 1,P(N,S) = 5o 把 4 分 成 4 = [4:41], 
于 是 , (5.4) 式 可 以 写成 
AP(i + 1,8)4; AP(i+1,5)A, AP(i+1,S)B 


十 Ou — Pu(i,S) 05 一 Pa +C, 
APG + 1,S)A, APC +1, $)4; APC +1, $)B 
十 Ou — Pr 十 02 — Pn +C, 
B'P(i + 1,8)4, B'P(i41,$)4, B'P(i-c-1,5)B 
十 Ci +C; +R 
>0 (5.5) 
因为 向 量 W ; 构成 NCA) 的 基 和 矩阵 ,就 还 有 关系 式 
4 十 BZ 一 0 
(5.6) 
C+ RZ=0 
AAR eM 
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左 乘 (5.5) 式 ， 再 用 T ARRAR. 利用 (5.3) 式 和 (5.6) 式 ， 
就 可 以 得 到 另外 一 个 与 (5.5) 式 等 价 的 矩阵 不 等 式 : 
APG + 1,S)4 + Ou 0 APG +1,5)B+ C, 


—PyCi,S) 
0 0 0 
BPG+1,S)4,+C, 0  B'P(i-c-1, S)B+R 
>0 
当然 , 它 又 等 价 于 
APCi + 1,8)4 + Qu APG +1, S)B+ C, 
—PuGi,S) >0(5.7) 


BPG +1,S)4,+C, BPGi+1,S)B+R 
显然 , Pu(i,5) 是 矩阵 不 等 式 (5.7) 的 最 大 解 。 然 而 , 我 们 知道 
矩阵 Riccati 方程 
PG,S) = APG +1,94+6 
—|[A' PG + 1,5)B + C)LÉ' PG + 1,5) B + RI’ 
L4 iG +1,5)8+éY 
ije0,,N—2 (5.8) 
给 出 了 它 的 另 一 等 价 的 定义 ,其 中 PB(i,5) = Palis S), A= 
Au (RE 41 分 作 [4，4a]), 而 其 他 的 带 帆 的 量 就 根据 Pao 
Pw 以 及 原来 的 系数 矩阵 4，B, 0, C 和 RR 来 决定 。 (准确 的 
定义 在 附录 中 ). 最 后 ,用 下 式 
$= P(N — 1,5) =P (N — 1, S) 
作为 (5.8) 式 的 初始 值 . 

让 我 们 总 结 一 下 至 今 所 得 到 的 结果 .。 A Riccati 方程 
《2.5) 对 于 终端 加 权 和 矩阵 S 在 [0, NEAR, 而 且 4 的 零 空间 
是 ! 维 的 ,( 或 同样 地 ,假定 消除 了 多 余 的 控制 ) ,那么 ,除了 状 
态 空 间 和 控制 空间 的 基 的 变换 ， 具 有 PON) = S 的 (2.5) 在 
I0, N] 上 的 解 等 价 于 (5.8) 式 在 [0, N 一 1] 上 的 解 ,其 中 
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BN v) 1,8) e PAN — 1, S), Pu 和 Py 由 G.3) 式 所 决定 ， 
对 于 ;一 0,…，N 一 1 都 对 . 

在 结束 这 一 节 前 ,应 该 指出 (5.8) 式 可 以 和 这 样 一 个 控制 
问题 相 联系 着 , 它 与 原来 给 定 的 问题 有 着 同样 的 形式 , 且 包 含 
着 带 有 帆 号 的 那些 量 ,定义 在 [0, N 一 1] 上 ,而 不 是 在 [0, N] 
上 。《〔 这 种 看 法 给 出 了 这 样 两 个 控制 问题 的 最 优 控 制 之 间 的 
XO. 假设 就 像 这 节 开 始 时 所 讲述 的 那样 来 选取 状态 空间 
和 控制 空间 的 基 , 并 把 状态 变量 x 分 成 [za x2]', 其 中 是 1 
维 的 。 新 的 状态 变量 和 控制 变量 由 下 式 所 决定 


k= xX 


û = u — Zx G9) 
利用 这 些 符号 ,根据 原来 的 动力 学 系统 (2.1), 4, B 
的 定义 ,和 (5.3),(5.6) 式 ,可 以 推出 
Ai +1) = Âi) + BAG) i= 0, 9 N 
£(0) = (0) = to, 
方程 (5.10) 构 成 在 [0, N 一 1H] 上 的 简化 了 的 动力 学 系统 。 
用 带 有 这 些 帽 号 的 量 ,经 过 一 些 推导 后 ,还 可 以 给 出 : 
Vizo UN, S] = Via, 097, $] +.2'(0)Px(0) 
+ [u(N — 1) + (B’SB + R)*CA'SB ` 
+ CYs(N — 1)] x CB'SB + R)[u(N — 1) 
+ (B'5B + R'CA'SB + CY X x(N —1)] 
(5.11) 


=e (5.10) 


其 中 
Vito, OF, SJALCN — 1)82(N — 1) 


- = i2 G)02G) + 22 GAG) + CRA} 
(5.12) 
以 及 


ellls 


0 On 十 CZ 
Sa los + ZC Ont cz SIT 

《5.11) 式 的 右边 部 分 是 三 项 之 和 , 第 一 项 了 [和 077,5] 
依赖 于 AGYA to 其 中 i 一 0,… ,NN —2, 第 二 项 是 常数 , 它 
仅 依赖 于 xo, 而 第 三 项 是 wx《N 一 1) 和 zx《N 一 1) 的 函数 ， 根 
据 这 些 项 的 独立 性 和 B'SB + R 的 非 负 性 ,我 们 可 以 断言 : 
V*[xos 5] 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 P*[6, S] 是 有 限 的 ， 且 满足 

V*[x, S] = P*[$, $] + x'(0)Px(0) (5.14) 

总 而 言 之 ,每 当 非 平凡 的 1- 常 值 方向 存在 时 ,我 们 总 可 以 
根据 另外 一 个 在 区 间 [0, N 一 1] 上 的 、 状态 空间 维 数 较 低 的 
控制 问题 来 解 在 区 间 [0, N] 上 的 原 控制 问题 。 (已 知 站 )， 
x(0), xa(0), 由 (5.9) 式 可 以 得 到 u(0), 根 据 Ax(0)+ Bu(0), 
可 以 得 到 x4(1), (1); 然后 , 知道 了 站 1), nO)» x), 根 
据 (5.9) 式 可 以 得 到 《1), SH). 

现在 ,我 们 将 上 述 主要 结果 总 结 如 下 : 

定理 IV.5.1 假设 NC4) 是 1 BH, PEARSE 
Pew ,由 WW 的 前 几 行 所 构成 的 矩阵 Wi 的 秩 是 1。 BA. 对 于 
终端 加 权 和 矩阵 SES, 原来 的 控制 问题 在 [0, N] 上 有 和 解 的 充 
分 必要 条 件 为 : 对 于 终端 加 权 和 矩阵 ,动力 学 系统 (5.10) 和 指 
标 (5.12) 的 控制 问题 在 [0, N 一 1] 上 有 解 , 它 的 状态 空间 为 
7 一 1 维 . 此 外 ,最 优 指 标 之 间 有 着 (5.14) 的 关系 式 , 任何 最 
优 控 制 序列 USN, 根据 xo。 和 《5.9) 式 与 最 优 控制 序列 Ug? 
相关 联 。 


46 ”问题 的 总 体 简化 


在 前 面 两 节 中 阐明 了 在 1- 常 值 方向 存在 的 情况 下 ,怎样 
才能 使 复杂 的 线性 二 次 问题 得 到 简化 .在 这 一 节 里 我 们 将 要 
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研究 若 i- 常 值 方向 存在 ,其 中 ji > 1, 会 产生 什么 结果 。 主要 
的 结论 是 : 重复 地 进行 用 于 1- 常 值 方向 的 简化 过 程 , 终 将 消 
除 所 有 具有 任何 标号 的 常 值 方向 。 为 了 证 实 这 个 结论 , RN 
将 大 量 地 引用 第 三 节 中 的 一 般 理 论 以 及 前 面 两 节 的 一 些 推导 
过 程 。 

首先 ， 我 们 假定 某 个 问题 的 常 值 方向 的 集合 包含 有 1- 当 
值 方向 .( 以 后 我 们 将 会 证 明 :车 其 中 有 i- 常 值 方向 ,而 j > 1, 
那么 ,也 必定 有 1- 常 值 方向 。 所 以 ,这 样 的 假定 实际 上 并 没有 
失去 一 般 性 )。 同样 地 ,我 们 还 假定 多 余 的 控制 已 经 消除 .这 
样 一 些 假定 就 意味 着 我 们 可 以 实现 上 一 节 所 作 的 简化 过 程 。 
第 一 个 引 理 就 要 考虑 这 个 过 程 对 于 j- 常 值 方向 的 影响 ， 其 中 
i>1. 

引 理 IV.6.1 ”假设 对 于 某 个 终端 加 权 和 矩阵 S， 该 控制 问 
题 在 [0, V] 上 的 解 存在 。 又 设 状态 空间 的 坐标 系 已 选取 使 得 
第 五 节 的 简化 过 程 仍 可 适用 。 则 当 i 之 2 时 ,cc 是 Riccati Jj 
程 (2.5) 的 i- 常 值 方向 的 充分 必要 条 件 是 在 a= [ai a'th, 
a, 是 Riccati 方程 (5.8) 的 (j 一 1)- 常 值 方向 ,其 中 是 1 维 的 . 

证 明 假设 wm 是 Riccati 方程 (2.8) 的 (i 一 1)- 常 值 方 
向 ,其 中 7 > 2。 那么 , 根据 常 值 方向 的 定义 ,并 注意 到 (5.8) 
式 定义 在 [0,N 一 11 E, RIRE 

PIN — i, San = 常数 ，i i (6.1) 
不 依赖 于 加 权 和 矩阵 Se 9 ,只 要 它 能 使 简化 了 的 问题 有 解 .于 
是 对 于 a’ = [xi al, JEH o 任意 ,以 及 任意 的 使 原始 问题 


ARRS 
PN — in sya = PMY) JL.) 


rac 


9 
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Ep SRA PAN 一 1,5) 的 形式 .所 以 ,由 于 (6.1) 式 适用 于 
所 有 的 $e 97, 更 不 必 说 那些 有 Pa(N 一 1, 5) 的 形式 ,有 

P(N — i, S)a = 常数 (6.3) 
对 于 所 有 的 Se SM i mij 成 立 。 这 样 一 来 ,c 就 是 (2.5) 式 
的 i- 常 值 方向 . 

RZ Bike 是 (2.5) 式 的 i- 常 值 方向 , 其 中 1 > 2。 HE 
写成 w — [ao]. 那么 , 对 于 任意 的 大 Si MSE S7 (63) 式 
均 成 立 . 所 以 , 对 于 任意 的 i 之 i 和 有 着 Pa(CN 一 1,5) 形式 
D SEZ, (6.1) 式 均 成 立 。 根据 定理 3.1, 就 足以 证 明 对 于 所 
有 的 i 之 j ARAD S > s Hh Le 9,(6.1) 式 均 成 立 。 

首先 ,我 们 证 明 : BS> Se 2 , 则 Pi(CN — 1,5) > Pu 
(CN 一 1,5,)。 用 反 证 法 ， 假 设 存在 x #0, 使 得 

Pu(N — 1, S)x = Pu(N — 1, So)xo (6.4) 
对 于 任何 满足 mg <S<SHS RU RIA 

P&(N — 1,5.) <Pu(N — 1,8) <Py(N — 1,8), 
所 以 
0 < x'IP4(N — 1,8) — P(N — 1, $)]x 

<x’ [P(N — 1,5) — Pu(N — 1,50) ]x 

=0 
因此 ,对 于 所 有 的 ,使 得 9 和 5 入 3 的 5， 就 有 

Pu(N — 1, 5)z 一 Pa(N — 1, $)x 

因为 S> %， 类 似 于 引 理 3.2 和 引 理 3.3 中 的 论述 表明 : 对 
于 任何 的 S So KBS<S 不 成 立 ; 都 有 Pa(N 一 1,8)x= 
Pu(N — 1, Sox. FRU, 根据 定理 3.1, 对 于 i — 1 时 的 (6.2) 
式 就 意味 着 [r a] 是 1- 常 值 方向 ,这 就 得 出 矛盾 . (鉴于 基 
的 选择 , 所 有 的 1- 常 值 方向 均 具 有 = [0 o] WHR). 

这 样 一 来 , 对 于 具有 $> & 的 各 一 PaCN — 1, $) 和 
$ = PN — 1,5), (6.1) 式 成 立 。 同 样 ,利用 引 理 3.2 和 引 理 
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2.3 中 那样 的 推理 可 知 : TRA $25. (6.1) RIR 
X. Abb, 根据 定理 3.1, o 就 是 (4.7) 的 《i 一 1)- 常 值 方向 ， 
Hhj>2, 引 理 证 毕 . 

因此 , 若 1- 常 值 方向 的 空间 是 非 零 的 ,那么 ,状态 空间 的 
简化 过 程 就 能 进行 ,原来 给 定 的 问题 的 7- 定 常 方 向 (i > 2) 就 
变 成 降低 了 状态 空间 维 数 的 问题 的 (i 一 1)- 常 值 方向 .反复 
应 用 上 述 引 理 的 结果 。 可 以 想像 , 通过 前 面 两 节 的 办 法 就 能 
得 到 一 个 简化 的 问题 . 

若 新 的 问题 有 着 非 空 的 N(4)， 那么 ， 我 们 首先 需要 用 
第 四 节 的 办 法 消除 那些 多 余 的 控制 .于 是 , 若 hxzAlo}, 其 
中 所 是 降低 了 状态 空间 维 数 的 问题 的 1- 常 值 方向 空间 ,我 们 
就 还 能 够 按照 第 五 节 的 办 法 进行 简化 。 很 清楚 , 如 果 在 上 述 
过 程 的 某 一 阶段 ,对 于 某 个 简化 了 的 问题 ,得 到 一 {0}， 那 
么 就 不 能 再 进行 下 去 了 ， 根据 引 理 6.1， 这 相当 于 在 原始 的 
问题 中 对 于 某 个 1 有 五 一 La. 我 们 将 要 证 明 : ”对 于 某 个 
l, l= Lis 就 意味 着 在 原始 的 问题 中 ， 对 于 每 个 宇 2， 有 
1, = lig. BRE, 再 也 没有 消除 以 后 的 常 值 方向 的 方法 ， 
可 能 用 另外 一 些 不 同 于 现在 的 算法 . 

假如 说 对 于 原始 的 问题 ， 真 有 不 是 CO 十 1)- 常 值 方向 的 
Ck 十 1)- 常 值 方向 , 或 者 对 于 退化 了 的 问题 有 不 是 1- 常 值 方 
向 的 *- 常 值 方向 , 那么 , 因为 对 于 所 有 的 《 宇 2, Dacia: 
我 们 就 会 只 能 有 lin 关 Tt。 由 于 简化 的 问题 没有 1- 常 值 
方向 ,根据 下 面 的 引 理 就 将 得 出 这 样 的 结论 . 

引 理 IV.6.2 若 n-í0) NITE S51 
1, = (0). 

证 明 用 反 证 法 . 4; EAD 1cB,(GR 1; (0) 的 最 小 
的 数值 令 Wo [eol EN TAG], Ha #0, 根据 (2.12) 
式 ， 有 ` 
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And Ag-»B Bu-y a 
B'Oj-o4 +C' — B'OG_-»B+R Fel | | 
Cu-nd C-B Ry Y 
=0 (6.5) 
这 里 pp 一 [Pr]. 立即 可 以 看 出 


Aa + B, 
Aj- [ T =p 


7i dat BB 5 0, 就 存在 一 个 (i 一 1)- 常 值 方向 ,得 到 矛盾 。 
Bi, da 二 BB—0. 于 是 ，reNL Bg- Ro-vl's 根据 
附注 3.1.2, re N[Co-o]。 根据 (6.5) 的 中 间 一 行 ,就 有 
0 = B'Ou-p[4a + B8] + C'a 
+ RB + B’Cy_y7 = C'a + RB. 
这 就 证 明了 [ek] € NCA), 又 得 到 矛盾 . 

至 此 我 们 就 完成 了 本 节 开 始 时 所 提出 的 要 求 ， 由 逐次 地 
除去 多 余 的 控制 ， 和 1- 常 值 方向 , 最终 是 对 任何 i 的 所 有 六 
常 值 方向 都 消失 了 .。 由 于 这 个 结果 的 启发 , 显然 可 以 得 到 以 
下 的 切合 实际 的 定义 . 

定义 一 旦 4 是 奇异 的 ， 就 称 最 优 控 制 问题 是 奇异 的 . 
否则 是 非 奇异 的 . 

关于 求解 奇异 问题 的 步骤 可 以 概述 如 下 : 

1. 确 定 4 的 零度 , 记 为 ;。 若 [B'R] 满 秩 , 就 做 步骤 2. 行 
则 ,用 第 四 节 的 方法 消去 那些 不 必要 的 控制 . 

2.4 | — dimI.( 即 L WERO. 若 ! — 0. 就 得 到 非 奇 异 
问题 。 若 ! > 0， 就 像 第 五 节 中 所 叙述 的 ,把 状态 空间 的 维 
数 碱 少 !。 若 ! 一 ,那么 ,得 到 一 个 零 维 的 状态 空间 问题 。 若 
1< n, SET BM 

3. 从 1 到 2 反复 进行 , 直至 整个 过 程 结束 。 这 是 由 上 述 
定理 保证 的 ， 而 且 保证 最 多 次 使 用 1 和 2 就 能 确定 原始 问 
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题 的 所 有 的 常 值 方向 。 

4. 确 定 最 终 的 控制 问题 的 解 ,再 通过 简化 过 程 的 道 运算 ， 
就 能 构造 出 原来 给 定 的 问题 的 解 . 

在 通常 的 [4,B] 完全 可 达 的 情况 下 ,不 可 能 最 后 化 为 零 
维 的 控制 问题 。 这 可 根据 简化 过 程 中 将 保持 完全 可 达 性 而 得 
5j. 


47 时 变 问题 ,其 他 说 明 、 结 束 语 


在 第 三 章 里 ， 对 于 连续 时 间 的 情形 ， 详 细 地 介绍 了 时 变 
的 线性 二 次 控制 问题 的 一 些 结果 .然而 ,为 了 导出 这 些 结论 ， 
要 求 在 所 考虑 的 区 间 上 具有 秩 的 不 变性 。 这些 俱 定 可 以 当 作 
是 一 种 结构 定常 的 要 求 . 

类 似 的 思想 可 以 用 来 把 第 2 节 一 6 节 对 于 常 系数 所 得 到 
的 一 些 结果 推广 到 时 变 的 情形 。 例如 ， 假 设 考虑 的 区 间 是 
LM，N]; 对 于 每 个 ;一 M，…,N 一 1, 我 们 可 以 定义 矩阵 
AG), 4G) AG) BEBE, E WG) È NCAG)) SE, 
令 1( 让 是 WCi) 的 前 # 行 的 矩阵 WAG) 的 秩 。 于 是 ,为 了 前 述 
降低 控制 和 状态 的 维 数 的 方法 是 可 行 的， 必须 要 求 (i) 和 
IG) 在 区 间 [M,N 一 1] 上 保持 不 变 ， 实 质 上 ， 由 于 这 个 原 
因 , 对 于 时 变 的 情形 作 如 下 定义 。 

定义 假定 1<i<N 一 M 一 1。 称 # 维 向 量 a(i) 是 
(2.5) 式 在 区 间 [M,N] 上 的 i 点 处 的 -退化 方向 , 当 且 仅 当 
对 于 所 有 的 M <i <N 一 j, 和 所 有 的 使 (2.5) 式 有 解 的 5， 
PG, S) a(i) FE AC+)s BC)» OC), C(:) 和 RK) 的 同样 的 
函数 . 

由 于 种 种 原因 ， 我 们 不 打算 详细 地 讨论 有 关 时 变 情形 的 
各 种 结论 ， 首 先 ,符号 就 很 复杂 ,而 且 除了 结构 常 值 性 的 概念 
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以 外 ， 不 需要 除 常 值 情 形 下 所 已 经 考虑 过 的 那些 原则 以 外 的 
AR. 第 二 , 可 以 贯彻 的 那些 原则 已 在 文献 [3] 中 建立 了 , 虽 
然 那 里 仅仅 是 对 于 特殊 的 标量 协 方差 的 情形 做 的 。 也 许 在 这 
里 值得 指出 :文献 [3] 中 结构 定常 性 条 件 是 通过 协 方差 所 具有 
” 的 ,所 谓 确 定 的 相对 次 序 所 给 出 的 。 第 三 ,研究 常 值 方向 和 相 
应 的 Riccati 方程 阶 数 的 简化 的 主要 原因 之 一 是 节省 计算 量 。 
本 文中 的 推导 要 求 对 状态 空间 和 控制 空间 作 基 的 变换 。 对 于 
时 变 的 情形 ， 这 些 基 的 变换 需要 对 每 个 ;一 M,.…,，N 一 1 
来 进行 ,所 以 ,对 于 大 的 N 一 M ,以 及 当 各 瞬时 的 系数 矩阵 之 
闻 没 有 函数 关系 时 ,就 可 能 完全 失去 计算 上 的 这 种 好 处 ， 
其 他 说 明 

1. 若 确 实 存在 任何 常 值 方向 ， 就 必定 存在 1- 常 值 方向 。 
所 以 ， 很 容易 根据 矩阵 4 来 实现 对 任何 常 值 方向 存在 性 的 检 
验 。 

2.40 是 任何 一 个 常 值 方向 , 令 mo m 是 Riccati 方程 
(2.5) 的 任意 两 个 定常 解 , 且 有 B'xB + R>0 和 NEB' mrB 十 
R]&N[4's;B + C1， 由 于 对 于 所 有 的 i 和 i = 1,2, P(N 一 
js m) = z RA ma 一 ma, 

3.34 刃 >0，C 一 0《〈 即 调节 器 理论 和 滤波 理论 中 的 一 
般 情形 ), 若 4 又 是 非 奇 异 的 ,就 没有 常 值 方向 (根据 对 4 的 
检验 就 很 容易 得 出 这 一 结论 )。 另 一 方面 , R> 0, C 一 0, 而 
4 是 奇异 的 , 就 意味 着 在 4 的 零 空 间 里 的 任意 向 量 都 是 1- 常 
值 方向 (直观 上 很 容易 看 出 这 一 点 ;利用 零 控 制 就 能 使 下 一 个 
状态 为 零 ) . 

4. NCA) 是 非 空 的 条 件 等 价 于 R+ CGI —47)B 在 
z 二 0 点 有 一 个 传输 零点 外。 若 4 是非 奇异 的 ， 这 就 等 价 于 
HERE R + C'el —A4)'BHE? 二 0 点 是 奇异 的 .同样 地 ， 
这 也 等 价 于 


R + C'(z1 — A)'B + B'(z^1 — 4')C 
+ BCI — A’)'Q(2I — 4)?B 
具有 这 样 的 性 质 。 

5. 对 于 某 个 j, 所 有 的 方向 都 是 7- 常 值 方向 的 情形 是 很 有 
意思 的 。 设 [41,B8] 是 完全 可 达 的 , 假设 对 于 某 个 5, 最 优 控 
制 问题 在 [0,20] LAR, 并 设 对 于 所 有 不 是 4 的 特征 值 ,也 
不 是 特征 值 的 逆 的 那些 xz 值 ， 有 

R + C'(z1 — A)?B + B21 — A')'C 

+ B'(z1 — 4')!Q(zl — AY*B = 0 
为 了 看 出 所 有 的 方向 都 是 常 值 方向 , 令 (n) 是 任意 确定 的 ， 
x(0)— 0. 4 US" 是 使 x(0) 一 0 到 预先 规定 的 x(>) 的 控 
制 序列 ,暂时 让 0% 一 是 任意 的 。 由 于 控制 问题 在 [0, 2n] 上 
有 解 ， 就 可 以 得 到 
0 < V,[0, UP, S] 

= V,[0, US", 0] + Valx(n), U, S]. 
《 若 不 等 式 被 破坏 , BA, 通过 对 DB 一 的 标定 ,可 以 使 Px 取 
任意 大 的 负 值 ). 现在 假设 UP“ {E x(2n) 一 0. MF KEL, 
2n —1], 4 «(K) — 0. 利用 Parseval 定理 可 以 计算 


>> [x'(K)Ox(K) + 2x'(K)Cu(K) + v (K)Ru(K)] 


= Vn[0, Ui, S] 
于 是 ,频率 域 性 质 就 能 给 出 Val UF, S] = 0. 《在 文献 
[9] 中 的 定理 4 的 证 明 里 ,对 于 连续 时 间 的 线性 二 次 问题 用 到 
RUNGE). Ast, Valla) UE, S] 达到 它 的 下 界 ， 即 
一 了,[0,73 50]。 ££f3 SR x(2n) 一 0 的 0 是 最 优 的 ,而 
EAX x(n) 是 任意 的 ， 所 以 所 有 的 方向 都 是 常 值 的 。 附带 
说 明 一 下 , 这 就 意味 着 (2.5) 的 瞬 态 解 与 最 多 7# 步 之 后 的 稳 态 
解 是 一 致 的 , 最 后 , 应 该 注意 , 若 所 有 方向 都 是 常 值 的 , 频 域 
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的 关系 不 一 定 成 立 。 

6. 和 矩阵 4 是 方 的 ,所 以 如 果 NCA) S, NOA) 也 非 空 ， 
问题 在 于 N(A 中 的 向 量 是 否 有 任何 意义 。 容易 看 出 ， 
NCA') 中 的 非 零 向 量 关 系 到 一 个 对 偶 问 题 ( 其 中 x(i 十 1) 一 
A'x(i) + Cu(i), 且 性 能 指标 中 的 C 由 B 来 代替 ) 中 的 1- 常 
值 方向 , 但 除 此 以 外 , 得 不 到 别 的 结果 ,特别 ,看 来 不 可 能 作 
出 关于 原 控制 问题 的 任何 论断 . 

7. 假 设 对 于 某 个 ist, $2$,; A Vf[a,$] = Vf[a;S]. 
Nod EA. Amt Vile, S] 最 小 的 控制 序列 也 使 
Vile, 5o] 最 小 。 这 一 评注 的 要 点 是 使 Vi[a, So) 最 小 的 控制 
序列 不 一 定 使 六 [ca, S] 最 小 ; 下 述 例子 可 以 证 明 这 一 点 。 另 
一 方面 ,如 果 对 于 某 个 ? > 0, VF la, S 一 3 刀 存 在 ,使 Fi[c， 
So] 最 小 的 控制 序列 一 定 最 优 地 将 转变 为 零 ， 由 引 理 32, 
这 一 控制 序列 也 使 Vi[a, S] 最 小 。 作 为 例子 , 取 A= B= 
C = R = 1, 9 一 0, 这 时 

V,E(N — 1), «(N — 1), S] = CS + 1)w(N — 1) 

+ 2(S + 1u(N — 1)x(N — 1) + àx(N — 1) 
E S>—1,u(N—1)=—x(N—)) 是 唯一 的 最 优 控 制 ， 
而 若 3 一 一 1,x(N 一 1) 的 任何 值 都 是 最 优 的， 当然, 最 小 
模 值 是 零 ,如 果 (N 一 1) 关 0; 对 3> 一 1, 它 肯定 不 是 最 优 
的 。 

8. 对 于 时 变 的 线性 二 次 间 题 ， 所谓 Chandrasekhar 算 
法 ?在 计算 上 是 很 有 吸引 力 的 。 所 以 , 在 计算 方面 把 这 一 章 
的 思想 与 Chandrasekhar 算法 联系 起 来 是 很 有 意义 的 。 原则 
上 说 来 ,显然 这 样 的 联系 应 该 是 有 成 果 的 ,因为 Chandrasekhar 
算法 使 用 了 Riccati 方程 解 的 一 阶 差 分 PCG + 1, 5) — PG, 
5), 且 由 于 这 些 量 有 较 低 的 秩 而 得 到 好 处 ;线性 独立 的 常 值 方 
向 越 多 ,一 阶 差 分 的 秩 越 低 , 更 仔细 地 考察 时 , 应 该 注意 把 控 
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制 降 维 的 步骤 与 状态 降 维 的 步骤 分 开 ， 且 需要 针对 于 各 种 可 
能 的 奇异 性 ,改变 文献 [6] 中 的 某 些 正 交 变换 的 存在 性 的 证 明 
方法 。 最 后 ,推广 到 时 变 情形 可 能 产生 问题 . 

9. 在 文献 [4] 中 ， 有 一 个 关于 线性 二 次 问题 的 “结构 算 
法 ”, 其 中 3 二 0, 且 


[ de 
C R 
消去 多 余 控 制 ， 刻 画 出 并 消去 1- 常 值 方向 , 由 能 够 经 过 一 步 
最 优 地 变 为 零 的 状态 来 确定 它们 的 手法 与 文献 [4] 中 的 手法 
是 等 价 的 。 整 个 内 容 是 平行 的 ,文献 [4] 中 遇 到 困难 的 地 方 在 
于 必须 解释 非 负 性 要 求 。 

10. 虽 然 我 们 的 讨论 只 限于 控制 问题 , 但 正如 在 文献 [3] 
中 一 样 ,可 以 同样 好 地 讨论 滤波 理论 与 协 方差 因 式 分 解 问题 
将 这 里 的 思想 与 文献 [3] 结 合 起 来 ,可 以 容易 地 得 到 结果 。. 


48 结 R 语 


这 一 章 中 有 两 个 主要 的 论题 ， 第 一 ， 在 最 一 般 的 线性 二 
次 控制 问题 的 范围 内 讨论 了 常 值 方向 的 性 质 。 最 重要 的 常 值 
方向 , 即 1- 常 值 方向 由 某 个 简单 地 构造 出 的 矩阵 的 零 空 间 来 
刻画 ， 而 所 有 的 常 值 方向 由 产生 终止 于 零 状 态 的 轨迹 的 最 优 
控制 来 刻 划 ， 第 二 , 证 明了 常 值 方向 的 存在 性 可 以 用 来 解 最 
优 控制 问题 。 可 以 消去 它们 以 得 到 一 个 低 维 的 问题 , 其 解 连 
同 在 构造 低 维 问题 中 计算 过 的 某 些 量 决定 了 原来 问题 的 解 。 


附 录 IV. A 


系数 矩阵 的 定义 
方程 (5.8) 中 所 用 到 的 年 阵 的 定义 如 下 ; 


*121* 


[21 


[3] 


[41 


[51 


Å= Au 

B= [B, B= [Bs Bul 

Ô = Aw(Qu + CoZ)An + Aal Qna + CuZ)'An 
+ Aal On + CnZ)An + Qu 

ĉ=[ĉ, €] 

€, = Au(On + CuZ)Bn + An(On + CuZ YBa 
+ Aal Qn + C5Z)Ba + Cu 

€, = AWC Qua + CuZ)Bu + Au(Qu + CuZ) Bu 
+ Aal Qn + CuZ)Bu + Cu 

R=] u a 

Ra Ri 

Ru = Ba Qua + CuZ)Bn + Bi( Qu + CuZ) Bu 
+ Ba(Qn + CnZ)Bu + Rn 

Ry = Bu(Qu+ CoZ)Ba + Bal On + CuZ) Bu 
+ Bi(Qu + CuZ)Bu + Ri 

Ry = Bu(Qu + CuZ)Bu + Ba( Qu + CuZ) Bu 
+ Bu( On + CnZ)By + Ru 
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第 五 章 “尚未 解决 的 问题 


在 前 几 章 所 讨论 过 的 工作 中 还 可 提出 许多 尚 待 研究 的 问 
题 。 至 于 那些 前 面 已 经 提 到 过 的 , 这 里 就 不 再 重复 了 . 

显然 ， 可 能 有 这 样 一 个 问题 : 如 何 处 理 一 个 在 所 考察 的 
区 间 上 有 有 限 个 结构 变化 的 问题 ? 《试图 解 有 无 限 个 结构 变 
化 的 问题 似乎 有 着 不 可 克服 的 困难 )。 ART EE 
P* 在 结构 变化 点 处 有 一 个 突 跳 ,问题 在 于 决定 结构 变化 点 处 
P*(') 矩 阵 的 突 跳 量 ,或 者 等 价 地 在 各 个 区 间 上 去 匹配 连接 处 
的 P*C-) 矩阵 。 

另 一 个 明显 地 有 关 的 问题 是 连接 奇异 与 非 奇异 区 段 之 间 
或 不 同 的 奇异 区 自 之 间 的 控制 与 轨迹 的 问题 。 这 包含 着 定性 
与 定量 的 两 个 方面 ;文献 [1] 综 述 了 某 些 有 关 的 结果 。 

近来 ，“ 高 阶 ” 极 大 值 原理 中 已 经 用 于 奇异 问题 。 将 第 三 
章 中 的 方法 与 由 高 阶 极 大 值 原理 所 得 到 的 结果 紧密 地 连 系 起 
来 是 很 有 意义 的 ; 这 里 Euler-Lagrange 方程 可 能 起 着 突出 的 
作用 ， 近 来 把 它们 用 于 奇异 问题 的 工作 可 能 与 此 有 关 的 中 。 

上 一 章 中 已 经 显示 了 一 般 的 离散 时 间 的 奇异 问题 中 减少 
计算 复杂 性 的 可 能 性 。 对 于 一 些 特殊 类 型 的 问题 , 有 着 许多 
计算 上 有 效 的 算法 ， 例 如 平方 根 滤波 算法 和 第 四 章 第 7 节 中 
提 到 过 的 Chandrasekhar 算法 . 在 这 些 算 法 与 我 们 的 算法 之 
间 建 立 连 系 是 有 意义 的 . 

最 后 , 还 要 担 到 一 个 几乎 是 逻辑 上 的 问题 。 通常 一 个 奇 
异 线 性 二 次 控制 问题 (或 非 负 性 问题 ) 是 一 个 非 线性 系统 关于 
一 个 标 称 的 控制 与 轨迹 线性 化 的 结果 。 所 以 ,实际 上 ,在 二 阶 
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变 分 线性 二 次 问题 中 ,在 控制 与 状态 上 均 存 在 着 约束 .显然 ， 
这 将 在 最 优 控制 问题 中 不 允许 出 现 2 函数 Co 函数 是 上 界 趋 
于 无 穷 的 连续 函数 的 极限 )。 这 祥 , 必 然 要 问 在 多 大 程度 上 奇 
异 控制 的 计算 是 有 意义 的 。 当 然 , 对 于 一 个 特定 的 问题 ,任何 
奇异 的 二 阶 秋分 问题 的 规则 化 〈 在 指标 泛 函 上 加 上 一 项 sx 
(due), e > 0) 可 以 决定 控制 的 增益 , 它 可 用 来 给 出 当初 始 
状态 有 一 个 很 小 的 变动 时 引起 的 最 优 控制 的 变动 的 近似 值 . 

解 奇异 控制 问题 的 一 个 方法 是 将 它们 规则 化 ， 亦 即 在 指 
标 泛 函 上 加 上 一 项 exw， 这 里 8 > 0 是 个 小 量 ， 由 此 得 到 一 
个 其 解 在 一 定 意义 上 接近 于 奇异 问题 的 解 的 非 奇异 问题 .这 
样 得 到 的 非 奇 异 问题 一 一 一 个 “便宜 控制 "问题 一 一 通常 在 数 
值 计算 上 是 病态 的 ,在 文献 [4] 中 讨论 了 解 这 类 问题 的 特殊 方 
法 。 讨论 对 奇异 问题 提出 的 简化 方法 , 在 非 奇异 的 便宜 控制 
问题 中 是 否 有 用 处 ,这 也 是 有 意义 的 . 

另 一 个 问题 是 对 有 端点 约束 的 问题 清理 这 里 所 得 到 的 一 
些 结果 ， 在 终端 状态 只 是 部 分 地 而 不 是 完全 地 受 约束 时 ， 重 
棒 性 的 结论 还 没有 充分 地 展开 .构造 最 优 控制 和 最 优 性 能 指 
标的 算法 还 没有 给 出 ,但 可 以 肯定 ,可 以 将 自由 端点 时 的 算法 


推广 到 这 种 情况 中 来 . 
还 没有 接触 到 的 另 一 个 领域 是 用 半 无 限 区 间 [%，%) 来 
代替 本 书 中 考虑 的 有 限 区 间 D» wy]。 当然 ,对 于 定常 的 非 奇 


异 问 题 和 时 变 的 线性 调节 器 问题 有 适用 于 半 无 限 区 间 的 相当 
广泛 的 理论 ,参看 文献 [5], 它们 中 的 许多 结果 不 是 有 限 区 间 
的 结果 的 简单 推广 。 由 此 看 来 研究 半 无 限 区 间 上 的 一 般 的 奇 
异 问题 可 能 是 有 前 途 的 . 
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译 者 后 记 


David. J. Clements 与 Brian D. O. Anderson 所 著 《 奇 异 
最 优 控 制 一 一 线性 二 次 问题 X“ 控 制 和 信息 丛书 的 第 五 册 ) 是 
在 奇异 最 优 控制 问题 上 的 一 本 重要 著作 。 他 们 用 不 同 于 别人 
的 处 理 奇异 最 优 控制 的 方法 ,考虑 到 线性 二 次 问题 的 特点 ,用 
线性 代数 的 方法 干净 、 明 确 地 给 出 了 这 一 问题 的 解 。 全 书 叙 
述 与 论证 严谨 , 虽然 篇 幅 不 大 但 内 容 却 相当 丰富 . 可 以 相信 
读者 从 这 本 书 中 一 定 会 得 到 很 多 的 好 处 。 
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